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内 容 提 要 

本 书 是 由 一 位 世界 级 数学 大 师 倾注 了 极 大 的 热情 和 精力 ,为 有 志 于 认真 、 系 统 地 学 习 微 积 
分 的 学 生 撰 写 的 一 本 优秀 教材 ， 书 中 内 容 涉及 多 元 微 积分 , 包括 : 多 元 函数 ， 多 元 微分 、 多 元 积 
分 的 法 则 ,以 及 曲线 和 曲面 . 作者 首先 使 用 积分 记号 ， 从 Arzela 定理 导出 微 积分 详细 
介绍 定义 在 矩形 上 的 多 元 函数 的 积分 和 一 般 情况 下 的 多 元 函数 的 积分 ,最 后 导出 曲线 长 度 公式 
和 曲面 面积 公式 . 

本 书 逻 辑 严密 ,采用 的 大 量 图 示 增 强 了 表述 的 直观 性 ， 可 作为 高 等 院 校 本 科 和 专科 学 生 学 
习 微 积分 的 教材 或 参考 书 . 
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译 者 序 

本 书 是 根据 日 本 岩 波 书店 2003 年 出 版 的 《解析 入 门 I[ 》 翻 译 的 . 本 书 的 作者 小 
平 邦彦 先生 是 为 数 不 多 的 同时 获得 菲 尔 兹 奖 和 沃 尔 夫 奖 的 著名 数学 家 之 一 . 他 在 调 
和 积分 理论 、 代 数 几何 学 和 复 解析 几何 学 等 诸多 领域 都 做 出 了 卓越 的 贡献 . 小 平 邦 
彦 先 生还 是 一 位 杰出 的 数学 教育 家 , 培养 了 大 量 的 优秀 数学 工作 者 《解析 人 门 | 》 
和 《解析 入 门 [ 》 就 是 在 他 晚年 为 后 人 留 下 的 又 一 重要 文化 财富 . 这 是 一 套 表述 非 
常 精炼 而 内 容 十 分 丰富 的 微 积分 教材 (原著 分 | 卷 和 下 卷 , 包括 附录 、 习 题解 答 及 
提示 、 索 引 , 仅 有 514 页 ). 由 于 它 以 严格 的 实数 理论 为 基础 , 因此 与 通常 的 微 积分 
教材 不 同 , 各 部 分 内 容 简 洁 而 流畅 , 充分 体现 了 作者 的 数学 才 识 . 另外 , 本 书 利用 旋 
转 的 概念 构造 了 三 角 函 数 的 理论 也 是 非常 有 趣 的 ， 它 不 仅 值得 数学 专业 的 学 生 研 
读 , 而 且 对 于 需要 微 积分 知识 的 理工 科学 生来 说 , 也 是 值得 一 读 的 好 教材 或 参考 书 . 

本 书 能 得 以 顺利 出 版 , 首先 要 感谢 人 民 邮 电 出 版 社 图 灵 公司 的 大 力 支持 , 同时 ， 
东北 师范 大 学 的 黄 松 爱 老师 和 研究 生 刘 娜 、 孔 令 令 、 刘 美 含 、 刘 赢 、 高 瑞 梅 同学 在 
翻译 和 校订 中 给 予 了 大 力 帮助 , 在 此 一 并 表示 衷心 感谢 ! 

在 翻译 本 书 的 过 程 中 , 译 者 虽然 尽 最 大 努力 尊重 原文 原意 , 并 尽 可 能 避免 直译 
产生 的 歧义 , 但 是 由 于 才 疏 学 浅 , 难免 存在 翻译 不 当 之 处 , 敬 请 广大 读者 批评 指正 ， 
以 便 再 版 时 更 正 . 


装 东 河 
2007 年 5 月 


裴 东 河 日 本 北海 道 大 学 理学 博士 , 现 为 东北 师范 大 学 数学 与 统计 学 院 教授 ， 
博士 生 导师 , 教育 部 “新 世纪 优秀 人 才 支 持 计划 资助 项 目 ” 获 得 者 . 主要 研究 方向 
是 微分 几何 与 微分 拓扑 等 方面 . 


二 
出 百 


这 本 微 积分 入 门 教材 是 以 刚刚 结束 高 中 数学 学 习 , 步 入 大 学 后 正式 学 习 数学 分 
析 的 人 为 对 象 而 编写 的 . 希望 本 书 能 够 成 为 从 高 中 数学 通 向 现代 微 积分 学 的 桥梁 . 

分 析 学 的 基础 是 实数 论 , 本 书 首先 详细 而 严密 地 论述 了 实数 论 . 最 初 , 我 计划 
以 高 木 先生 的 《解析 概论 》 第 3 次 修订 版 ( 岩 波 书店 ) 和 蒋 原 先生 的 《微分 积分 学 
1 》、《 微 分 积分 学 I 》( 内 田 老 扒 团 ) 等 作为 蓝本 , 希望 用 读者 容易 接受 的 方式 严 
谨 地 讲解 传统 的 微 积分 学 , 但 是 结果 却 在 某 些 地 方 脱离 了 这 一 宗旨 . 首先 , 在 第 2 
章 @ 三 角 函 数 的 导入 上 , 本 书 从 角度 可 以 表示 为 平面 的 旋转 的 量 的 观点 出 发 , 用 指 
数 函 数 eie 作为 媒介 定义 了 三 角 函 数 . 因为 在 进入 微分 学 之 前 , 对 三 角 函 数 进行 严 
格 的 定义 是 非常 必要 的 . 

关于 第 4 章 的 单 变量 函数 的 积分 , 受 高 木 先生 著作 外 的 启示 , 被 积 函数 只 限定 
在 有 至 多 有 限 个 不 连续 点 的 情况 , 而 闭 区 间 上 具有 不 连续 点 的 函数 的 积分 都 作为 广 
义 积分 来 处 理 . 在 第 5 章 中 , 介绍 了 一 致 有 界 函 数列 的 Arzela 逐 项 积分 定理 及 由 
Hausdorff 给 出 的 初等 证 明 . 这 个 定理 自 Lebesgue 逐 项 积分 定理 的 出 现 而 被 遗忘 ， 
但 在 应 用 上 非常 有 用 . 在 第 6 章 中 , 使 用 积分 记号 , 从 Arzeli 定理 导出 微 积分 定理 . 

在 第 7 章 中 , 将 详细 介绍 多 重 积分 , 即 多 元 函数 的 积分 , 二 元 函数 一 般 的 情况 
则 在 第 8 章 处 理 . 由 于 在 一 元 函数 的 情况 , 被 积 函数 限定 为 至 多 具有 有 限 个 不 连续 
点 , 因此 多 元 函数 的 情况 也 应 进行 简化 . 为 此 , 第 7 章 首先 在 矩形 上 定义 连续 函数 
的 积分 概念 , 然后 用 (平面 上 的 ) 任意 邻 域 上 的 连续 函数 的 积分 定义 广义 积分 ， 从 
广义 积分 限定 在 被 积 函数 是 连续 函数 这 一 点 来 说 , 它 比 传统 的 黎 曙 积分 要 狭窄, 但 
从 它 适用 于 任意 邻 域 这 一 点 来 说 , 又 比 黎 曼 积分 宽广 . 在 第 8 章 中 同样 定义 了 一 般 
情况 下 的 多 重 积分 . 在 多 重 积分 中 , 我 们 把 重点 放 在 了 积分 变量 的 变换 公式 的 严格 
证 明 上 . 一 元 函数 的 积分 变量 变换 公式 是 直接 从 不 定 积分 的 讨论 中 导出 的 . 对 于 二 
元 函数 f(z,y), 满足 Fzy(z,y)=f(z,y) 的 函数 F(z,y) 可 以 作为 f(z,y) 的 不 定 积 
分 8. 7.3 节 中 双重 积分 的 变量 变换 公式 就 是 根据 这 种 意义 下 的 不 定 积分 的 考察 获 
得 的 . 其 出 发 点 是 无 论 如 何 也 要 设法 把 一 元 函数 的 积分 变换 公式 的 简洁 证 明 , 推广 
到 两 变量 的 情况 . 在 第 8 章 中 , 通过 对 变量 的 个 数 采用 归纳 法 , 证 明了 一 般 情况 的 

Q@ 本 书 与 姊妹 篇 《 微 积分 入 门 1 》 章 节 顺 序 连 续 编号 , 第 1 章 ~ 第 5 章 的 内 容 见 《 微 积分 入 门 | 》. 


一 一 编者 注 
加 高木 自治 《解析 概论 )， 改 订 第 3 版 ， 岩 波 再 店 . pp.109-110.， (中 文 版 将 由 人 民 邮 电 出 版 社 出 版 . 


一 一 编者 注 ) 
图 龟 谷 俊 司 《解析 学 入 门 》, 朝 合 书 店 , p.303. 


2 前 言 


多 重 积分 的 变量 变换 公式 . 

作为 微 积分 的 应 用 , 传统 的 方法 是 讲授 曲线 的 长 度 和 曲面 的 面积 , 另外 还 讲授 
微分 形式 理论 的 初步 知识 . 但 第 8 章 已 经 超过 了 预定 的 篇 幅 , 只 好 忍痛 割爱 删除 了 
微分 形式 理论 部 分 , 在 第 9 章 中 导出 曲线 长 度 公式 和 曲面 面积 公式 后 收尾 . 

现代 数学 受 形 式 主义 的 影响 很 深 , 强调 数学 是 公理 化 构成 的 论证 体系 . 但 我 以 
为 , 正如 物理 学 是 描述 物理 现象 一 样 , 数学 是 描述 客观 存在 的 数学 现象 . 因此 为 了 
理解 数学 , 明确 把 握 数学 现象 的 直观 是 非常 重要 的 . 我 在 撰写 本 书 的 过 程 中 , 不 仅 
在 论证 的 严密 性 上 , 而 且 在 直观 描述 上 都 下 了 巨大 的 功夫 . 

向 在 本 书 的 习题 解答 和 提示 的 写作 过 程 中 付出 辛勤 劳动 的 前 田 博信 氏 表 示 襄 
心 的 感谢 . 

撰写 本 书 过 程 中 参考 了 高 木 先生 的 《解析 概论 》 和 藤原 先生 的 《微分 积分 学 
1 》、《 微 分 积分 学 [[ 》. 我 想 书 中 《解析 概论 》 的 影响 应 随处 可 见 . 所 有 的 术语 都 是 
以 《 岩 波 数学 辞典 第 3 版 》 为 标准 . 

本 书 出 版 过 程 中 得 到 了 岩 波 书 店 编辑 部 荒 井 秀 男 先生 的 许多 帮助 , 借 此 机 会 向 
荒 井 先生 表示 衷心 的 感谢 . 
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1990 年 12 月 
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第 6 章 多 元 函数 
6.1 二 元 函数 


设 DC R? 是 平面 R? 上 点 的 集合 . 如 1.6 节 a) 中 定义 所 述 , 平面 R? 是 直 积 
集合 R. x R, 即 实数 对 (&,n) 全 体 的 集合 . 如 果 属 于 D 的 每 一 个 点 已 = (5,7) 分 别 
与 一 个 实数 5 相对 应 , 那么 称 这 种 对 应 为 定义 在 D 上 的 函数 . 当 f 是 定义 在 D 上 
的 函数 时 , 通过 f 与 P = (&,n) e 相对 应 的 实数 5 称 为 了 在 已 = (5,7) 处 的 值 . 
用 f(P) 或 f(&,n) 表示 : 

¢= f(P)= f(é,n). 
设 5S 是 D 的 任意 子 集 , f(P)(P s 5) 的 全 体 构成 的 集合 用 f(5) 表示 : 


J(S) = {f(P)IP € S$}. 


并 且 称 D 是 函数 /的 定义 域 , /的 值 f(P) 的 全 体 构成 的 集合 /(D) 称 为 函数 f 的 
值 域 . 

函数 f 用 f(z,y) 来 表示 , 称 z,y 为 变量 ,f(z,y) 是 两 个 变量 zx,y 的 二 元 函 
数 . 与 此 相对 应 , 2.1 节 中 引入 的 函数 f(z) 称 为 单 变量 z 的 一 元 函数 . 函数 f(z,y) 
中 , z,y 只 是 一 种 符号 , z,y 处 可 以 代入 属于 D 的 任意 点 已 = (5,7) 的 坐标 6,m, 或 
者 表示 应 当代 入 坐标 ,7 处 的 符号 , 这 与 一 元 函数 的 情况 相同 . 以 下 根据 一 般 的 习 
惯 , 将 属于 D 的 点 的 坐标 也 用 z, 来 表示 . 因此 属于 D 的 点 已 = (&,n) 可 以 用 
乙 = (z,y) 表示 . 令 z= f(z,y), 称 z 是 z 和 y 的 函数 , z,y 是 自 变量 , z 是 因 变 量 . 
当 > 是 自 变量 z,y 的 函数 时 , 虽然 可 以 认为 “z 是 随 着 z,y 的 变化 而 变化 的 量 ", 但 
在 形式 上 用 如 上 所 述 的 方式 来 定义 函数 . 为 了 在 实际 论证 时 不 出 现 错误 , 严格 的 形 
式 定义 是 有 必要 的 . 

作为 二 元 函数 简单 的 例子 有 : 关于 z,y 的 多 项 式 , 如 z++y 一 4z3y; 有 理 式 , 如 
2zy/(z2 + 2); 多 项 式 的 初等 函数 ,如 In(1 一 (z?+y? 一 2)?); 初等 函数 的 有 理 式 等 . 关 
于 z,y 的 多 项 式 的 定义 域 当 然 是 平面 R2. 对 数 函 数 In 的 定义 域 是 R+ = (0,+oo)， 
所 以 In(1 一 (zx? 十 妨 一 2)?) 的 定义 域 是 lz 十 只 一 2| < 1, 即 满足 


1<z2+y <3 


的 所 有 点 (z,y) 的 集合 , 即 以 原点 O 为 中 心 , 以 1 为 半径 的 圆周 与 以 V3 为 半径 的 
圆周 中 间 的 部 分 . 


226 第 6 章 多 元 函数 


对 于 平面 R? 的 任意 子 集 D, 可 以 自由 地 讨论 以 DD 为 定义 域 的 二 元 函数 f(z,y). 
但 是 当 D 是 极端 “狭窄 ”集合 时 , 例如 D = {(z,y)ly = z2,0 < z < 1} 时 , 定义 在 
D 上 的 函数 f(z,y) 实际 上 是 一 元 函数 f(z,z?). 


例 6.1 “人 为 地 构造 ”两 个 变量 z,y 的 函数 的 例子 . 设 实数 z,y, 0 < > < 1,0 < 
y < 1 的 十 进 制 小 数 表示 分 别 为 


= 一 hh ho hs CE hn CE 
z= 0.hihohs.. Tt 0 
-hh ko ks kn 
y=0.kkaks kn = 0+I0 + I0 + + io +t: 
并 且 令 
+ A 芒 el 
f(z,y) = 0.hikih2k2 -hnkn 107 + 10+ 10 + 


当 zx 或 y 是 有 限 小 数 ， 取 其 用 十 进 制 小 表示 时 根据 - 4 节 的 f), z,y 的 十 进 制 
表示 唯一 确定 , 并 且 f(z,y) 是 在 正方 形 内 部 : D = {(z,y)l0<z<1,0<y<1} 的 
定义 函数 . 该 函数 的 值 域 f(D) 是 从 开 区 间 (0, 1) 中 除去 形 如 


z= 0.ll2ls.… lm—29m9m+29. .lm+2n9m+2n+29 + 
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的 所 有 无 限 小 数 而 得 到 的 集合 . 

a) 领域 和 闭 领域 

平面 R? 上 的 开 集 U 是 两 个 不 交 的 非 空 开 集 V, W 的 并 集 : U = VUW, VnW = 
乡 时 , 车 要 考察 定义 在 U 上 的 函数 f(z,y), 只 须 将 f(z,y) 分 别 在 V 和 W 上 考察 即 
可 . 当 开 集 U 不 能 表示 为 两 个 不 交 的 非 空 开 集 的 并 集 时 , 称 U 是 连通 的 (connected). 


P 
对 于 平面 R? 上 的 两 点 P, Q, 把 由 有 限 个 线段 PPi,Pi 忆 , 己 己 ,… ,Pm_18 依 
次 连接 而 成 的 集合 , 即 并 集 
L= PPUPPUPPU...UPn_2Pn-1U Pn_-1Q 
称 为 连接 两 点 已 和 Q@ 的 折线 . 若 属于 开 区 间 U 内 的 任意 两 点 PQ 都 可 以 通过 U 内 


的 折线 连接 , 则 U 是 连通 的 . [证 明 ] 假设 U 不 是 连通 的 , 即 UV =VUW,VNW = @g， 
V, W 是 非 空 开 集 . 任 取 点 Pe V,Q@ e W, 则 根据 假设 , 7 内 存在 连接 P, @ 的 折 


线 : 
L= UP-iP, P=P, Pn = @. 


k=1 
显然 对 某 个 k, Pe-1 Ee V, Pe E W 成 立 . 令 Pi = (ur,vk), 则 


及 -1 有 = {RIR= (Xuk-l + pugy MWk-i + vk), p=1—A0<AS1), 
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并 且 R 与 P._1 的 距离 为 
7 = RP = pV — ur) + (or oki) = plPePe | 
因此 , 如 令 p= |PePi_1| , 并且 用 P(r) 来 表示 R, 则 
及 -1R = {P(r)I0 <r < p}. 


显然 P(0) = 及- €V,P(p)=P. € Ww. 令 满足 P(r) eV 的 实数 7,0<r<p 的 上 
确 界 为 


3= sup 7. 
P(r)ev 


若 假设 P(s) e V, 因为 V 是 开 集 , 所 以 V 包含 P(s) 的 < 邻 域 Ue(P(s)),e >0. 从 
而 ,车 s<r<ste, 则 P(r)eV, 这 与 s 的 定义 相 了 矛盾 . 因此 P(s) ¢ V. 同 理 , 车 
假设 P(s) e W, 则 对 于 某 一 个 正 实数 = > 0, 当 s-e<rgs 时 , P(r) e W, 从 而 
P(r") VV, 这 也 与 * 的 定义 相 矛 盾 . 因此 P(s) #¢ Ww. 即 P(s) $VUW = U, 这 与 
P(s) € 及 -1R CU 相 矛 盾 . 因此 U 是 连通 的 . 口 

反之 , 若 U 是 连通 开 集 , 则 属于 UU 的 任意 两 点 P,Q@ 可 以 由 U 内 的 某 一 折线 
连接 . [证 明 ] 如 果 在 U 内 任 取 一 点 Pe U, 并 且 设 V 是 可 以 通过 了 内 某 一 折线 与 
P 相连 接 的 点 Q e U 的 全 体 集合 , 从 U 中 将 属于 VV 的 所 有 点 除去 后 的 集合 记 为 
下 二 也 一 系 那 么 只 须 证 明 UV 和 VV 一致, 即 W 是 空 集 即 可 . 为 此 只 须 验证 了 和 三 
都 是 开 集 . 这 是 因为 V =V UW,Vnw = c, 且 U 是 连通 的 . 因为 UV 是 开 集 , 所 以 
每 一 点 Q eV 分 别 具 有 。 邻 域 U.(Q) c U. 任 取 点 Re U:(Q), 则 线段 89R 显然 属 
于 以 所 以 如 果 P 和 @ 能 够 由 U 内 某 折线 连接 ,那么 号 和 五 在 U 内 就 能 够 由 某 
折线 连接 . 即 车 8 eV, 则 ReV, 所 以 U.(@) cy. 因此 VV 是 开 集 . 同 理 , 如 果 P 
和 在 U 内 能 够 由 某 个 折线 连接 , 那么 己 和 Q@ 在 万 内 也 必 能 由 某 折线 连接 . 换 
言 之 , 若 U.(Q) 和 V 有 公共 点 R, 则 Q e V. 因此 , 若 QE W, 则 Ue(Q)c Ww, 即 
W 也 是 开 集 . 口 

通过 上 面 的 证 明 可 得 , 开 集 UU 是 连通 的 充分 必要 条 件 是 属于 U 的 任意 两 点 已， 
Q 都 能 够 由 属于 U 的 某 一 折线 连接 . 


至 此 我 们 对 连通 的 含义 有 了 清楚 的 了 解 . 我 们 称 连 通 开 集 为 领域 (tomain, reg- 
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ion), 区 域 的 闲 包 称 为 闭 领域 . 本 书 将 主要 讨论 在 领域 以 及 闭 领 域 上 定义 的 函数 . 

点 集 D c R? 的 内 点 全 体 构 成 的 集合 U 称 为 DD 的 开 核 (open kernel). 若 吕 
是 闭 领 域 , 则 DD 的 开 核 U 是 领域 , 并 且 D 是 U 的 闭 包 : D =[U]，[ 证 明 ] 假设 
D 是 某 领域 9 的 闭 包 : D =[Q]， 因为 每 一 点 Pe 用 是 D 的 内 点 , 所 以 9 CU. 
因此 D =[Q]=IU]， 因 为 UV 是 开 集 ， 所 以 下 面 证 明 U 是 连通 的 即 可 . 假设 VU = 
VuUW,VNnW = @,V,W 是 开 集 ， 由 于 2 是 连通 的 且 fcCVUW, 所 以 8cV 或 
Ncw. 若 acV 则 W=WND=WNIQ CcWNM= 2. 同 理 , 若 Qc W, 则 
V = @. 因此 , U 是 连通 的 . 口 

假设 ftz,y) 是 定义 在 DC R2 上 的 函数 , 4 = (0,5) 是 属于 的 点 , 则 f(z,5) 
为 在 实数 & 处 取 值 的 关于 z 的 函数 , 其 中 & 满足 (8,b) se D，f(z,b) 的 定义 域 是 
{El(&,b) Ee D}: 例如 , 当 DD={(z,Wy=,0<z< 1 时 ,车 (6,0) € D, 则 €= Vb 
所 以 车 f(z,6) 只 是 定义 在 由 一 个 实数 Vb 组 成 的 集合 {V6} 上 , 其 意义 不 大 . 而 当 
DD 是 领域 时 , 只 要 | - a| < <, 就 能 够 确定 满足 (8,b) E D 的 正 实数 a, 所 以 f(z,b) 
的 定义 域 包含 开 区 间 (一 <,a+e)， 并 且 f(z,b) 实际 上 是 zx 的 函数 . 


y 


Pa = 


2 


当 我 们 考虑 用 常数 b 替换 函数 f(z,y) 的 变量 y 而 得 到 的 关于 z 的 函数 f(z,b) 
时 , 通常 会 省 略 用 5 替代 y 的 过 程 , 仍然 用 y 表示 常数 . 此 时 , 称 固定 y 后 的 函数 
jz, 为 关于 工 的 函数 . 显然 这 种 说 法 也 是 以 “z = f(z, 切 是 随 着 > 和 y 的 变化 
而 变化 的 量 ” 这 一 想法 为 背景 的 . 固定 z 后 的 f(z,) 为 关于 y 的 函数 , 也 北 含 着 
同样 的 含义 . 当 y 固定 时 , 若 f(z,y) 是 z 的 连续 函数 , 那么 就 称 函数 f(z,y) 关于 
了 连续 . 

b) 极限 

节 中 叙述 的 关于 一 元 函数 极限 的 讨论 同样 适用 于 二 元 函数 的 极限 - 首先 : 
定义 6.1 ， 设 D 是 平面 R? 上 的 任意 点 集 , f(P) = f(z2, 妇 是 定义 在 D 上 的 函数 ， 
并 且 4 是 D 的 聚 点 , a 是 实数 . 如 果 对 于 任意 正 实数 <， 存在 正 实数 5(e), 使 得 
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只 要 0< |P4| < 6(e), 就 有 |f(P) - al < e 成 立 ， (6.1) 
则 称 当 已 一 4 时 f(P) 收敛 于 a, 并 且 称 a 是 PP 一 4 时 f(P) 的 极限 . 记 为 
Bm f(P)=a 
或 者 
P 一 A 时 f(P)—=a. 

(6.1) 式 中 已 作为 D 中 的 点 来 考虑 , 这 与 一 元 函数 的 情况 一 样 . 把 4 假设 为 
DD 的 聚 点 是 为 了 排除 满足 0 < |P4| < 5(e), 而 P44D 的 情况 . 

车 PP 一 4 时 , f(P) 收敛 于 a, 则 对 于 收敛 于 4 的 所 有 的 点 列 {P}, Pe 
DD, 忆 , 关 4 对 应 的 数列 {f(Pn)} 收敛 于 a. 这 是 显然 的 . 

对 于 收 伊 于 4 的 所 有 点 列 {Pn}, Pn €E D, Pn 关 A, 若 对 应 的 数列 {f(Pn)} 是 收 
化 的 , 则 已 一 4 时 f(P) 收敛 . 证 明 过 程 与 2.1 节 中 一 元 函数 的 情况 相同 . 根据 这 
个 结果 , 与 一 元 函数 的 情况 相同 , 可 推导 出 Cauchy 判别 法 . 
定理 6.1 (Cauchy 判别 法 ) ” 设 f(P) 是 定义 在 D 上 的 函数 , 4 是 D 的 聚 点 . 当 
已 一 4 时, f(P) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 正 实数 =, 存在 正 实数 6(e), 使 得 


只 要 0< |P4| < 5(e), 0< 184| < 5(e), 就 有 |f(P) 一 f(Q)| < < 成 立 . 


以 下 推导 过 程 也 和 一 元 函数 时 相同 : 当 P 一 4 时 , 函数 f(P) 和 9(P) 同时 收 
敛 , 则 它们 的 线性 组 合 cif(P) + czg(P)(ci, cz 为 常数 ), 以 及 它们 的 积 f(P)g(P) 也 
收敛 , 并且 


Him(etf(P)+cg(P))=c Jim, f(P) + c2 lim, 9(P), 
Fim (f(P)9(P)) = Jim, f(P). Jim, 9(P). 
进而 , 车 Jlim,g(P) 0， 则 商 f(P)/g(P) 也 收敛 , 并 且 
Bm (f(P)/9(P)) = im f(P)/ jim 9(P). 


c) 连续 性 

设 D 是 平面 R? 上 任意 点 集 , f(P) = f(z,y)(P = (z, 切 ) 是 定义 在 D 上 的 函 
数 , 4= (ab) 是 中 的 点 . 
定义 6.2 “如果 对 于 任意 正 实数 =, 存在 正 实数 5(e), 使 得 


只 要 |PA| < 5(e)， 就 有 |f(P) 一 了 (4)| < e 成 立 ， (6.2) 
那么 称 函 数 f(P) 在 点 4 处 连续 . 
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因为 |P4| = VE 二 oj 十 久 二 55, 所 以 定义 6.2 若 用 坐标 来 描述 , 则 成 为 : 对 
于 任意 正 实数 =, 存在 正 实数 5(e), 使 得 


只 要 |z 一 a < 5(e),ly 一 外 <6(e), 就 有 |f(z,9) 一 f(a,5)| < < 成 立 ， (6.3) 


那么 称 函数 f(z,y) 在 点 (a,b) 处 连续 . 

上 述 定义 6.2 中 , 因为 D c R2 是 任意 点 集 , 所 以 也 存在 4 是 D 的 孤立 点 的 
情况 , 这 时 车 取 正 实数 5 非常 小 , 只 要 |P4| < 65, Pe D, 就 有 三 一 4， 从 而 得 到 以 
万 为 定义 域 的 函数 都 在 点 4 处 连续 这 样 平凡 的 结论 . 若 将 这 种 情况 排除 ， 则 4 是 
万 的 聚 点 , 并 且 函 数 f(P) 在 点 4 处 连续 草食 


Jam f(P) = f(A). 


函数 f(z,y) 在 定义 域 D 内 所 有 的 点 处 都 连续 时 , 称 f(z,y) 是 连续 函数 , 或 者 
称 为 两 个 变量 z,y 的 二 元 连续 函数 . 此 时 称 函数 ftz,y) 在 DD 上 连续 , 或 者 在 D 上 
关于 变量 z,y 连续 . 

若 以 某 领域 D 为 定义 域 的 函数 f(z,y) 在 D 上 连续 , 则 根据 (6.3) 式 , 显然 有 : 

将 y 固定 时 , /(z, 切 关于 z 连续 ; 将 z 固定 时 , f(z,y) 关于 y 连续 , 反之 未 必 成 立 . 
即 尽管 f(z,y) 在 y 固定 时 关于 z 连续 ; 在 > 固定 时 关于 y 连续 , 但 是 f(z,y) 未 必 
在 D 上 连续 . 
例 6.2 当 (z) 才 (0,0) 时 , 令 jz 人) = 2zy/(z2 十 欠 )， 并 且 令 f(0,0) = 0, 则 得 
到 以 R2 为 定义 域 的 函数 f(z, 功 . 显然 , 若 y 固定 , 则 f(z,y) 关于 z 连续 ; 若 = 固 
定 , 则 f(z,y) 关于 yy 连续 . 当 = 关 0 时 , f(z,7)=1， 所 以 作为 两 个 变量 z,y 的 二 元 
函数 f(z,y) 在 原点 O = (0,0) 处 不 连续 . 

车 ftz, 人 ) 和 g(z,y) 都 是 定义 在 D C R? 上 的 连续 函数 , 则 它们 的 线性 组 合 
cif (1,Y) + c2g9(T,Y), cl c2 是 常数 , 以 及 乘积 f(z,y)g(z,y) 也 是 定义 在 D 上 的 连续 
函数 . 进而 , 若 在 D 上 g(z, 妇 天 0, 商 f(z,y)/9(z, 功 也 是 定义 在 D 上 的 连续 函数 . 
根据 函数 极限 的 运算 法 则 这 是 显然 的 . 

z 和 y 都 是 定义 在 平面 R? 上 的 两 个 变量 z,y 的 二 元 连续 函数 . 所 以 , 由 上 述 
结果 , zx 和 y 的 多 项 式 : 


f(z,y) = DD anr'y, ank 为 常数 ， 
h=0 k=0 
是 两 个 变量 > 和 的 二 元 连续 函数 . 有 理 式 f(z,y)/9(z,9) [其 中 f(z,9),9(z, 妇 ) 是 
多 项 式 ] 除去 满足 g(z,J) = 0 的 点 (z,y) 外 在 R? 上 连续 . 
d) 复合 函数 
设 f(P) = f(z,9),9(P) = g(z,W)(P = (2,9)) 是 定义 在 D c R? 上 的 连续 函 
数 ,plu,v) 是 定义 在 AC R? 上 关于 wv 的 连续 函数 , 并 且 设 对 于 所 有 的 已 e 也， 
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(f(P),g(P)) e A. 那么 , 复合 函数 p(f(z, 妇 ),9(7, 四 ) 在 D 上 关于 zy 连续 . [证 明 ] 
证 明 是 简单 的 . 任 取 点 4e D, 车 a = f(4),8 = g(4), 则 (a,6) < A. 因为 f,9,p 
是 连续 函数 , 所 以 对 于 任意 正 实数 =, 存在 正 实数 51(e) 和 52(e), 使 得 


只 要 |P4| < 5i(ej)， 就 有 |f(P)- f(1<s，lg(P) 一 9(4)<e， 
只 要 ju 一 al < 62(e)，lv 一 BI<52(e)， 就 有 |p(wv) 一 p(0,B)| <e. 
因此 , 若 令 5(e) = 而 (62(e)), 则 
只 要 |PA| < 5(e), 就 有 Ip(f(P),g(P)) 一 yp(f(4),9(4))| < < 成立. 
即 函 数 p(f(z,y),g(z, 胡 ) 在 点 4 处 连续 , 这 里 4 是 D 中 的 任意 点 , 因此 p(f(z,9)， 
gz 人) 在 也 上 连续 . 口 
根据 此 结果 和 上 述 多 项 式 的 连续 性 , 若 f(z, 奶 ,9(z,y) 在 D 上 连续 , 则 
包 > akf(z,y)*o(z,gj*， ank 为 常数 ， 


h=0k=0 

在 D 上 也 连续 . 

6) 连续 画 数 的 性 质 

在 2.2 节 b) 中 证 明 过 的 关于 一 元 连续 函数 的 定理 2.3~ 定理 2.6 很 容易 扩展 
到 二 元 连续 函数 上 . 
定义 83， 设 f(P) = flc,y)(P = (2 共 ) 是 定义 在 Dc R2 上 的 函数 . 对 于 任意 正 
实数 <, 存在 正 实数 56(e), 使 得 

只 要 |PQ| < 5(e)，PeD，QeDD， 就 有 |f(P) - J(Q)| < e 成 立 ， 

那么 称 f(x) 在 D 上 一 致 连续 
定理 6.2 定义 在 有 界 闭 集 D c R2 上 的 连续 函数 在 D 上 一 致 连续. 
证 明 ”关于 闭 区 间 上 连续 函数 的 一 至 连续 性 的 定理 2.3 的 证 明 仅 以 闭 区 间 是 紧 致 
的 为 基础 , 并且 根据 1.6 节 6) 中 定理 1.28, D 是 紧 致 的 , 所 以 仍然 适用 于 定理 6.2 
的 证 明 , 但 是 此 处 我 们 以 定理 1.30 为 基础 介绍 另外 的 证 明 方法 . 

假设 定义 在 有 界 闭 集 D 上 的 连续 函数 f(P) = f(z,W),P= (2, 共 在 D 上 不 一 
至 连续 , 则 对 于 某 一 个 正 实数 ,无 论 取 什么 样 的 正 实数 和， 

当 |PQ|<5，PeD，Q@eD 时 ， 不 等 式 |f(P) 一 了 (Q)| < < 都 不 成 立 , 
因此 , 对 于 每 一 个 自然 数 mw 都 存在 点 忆 , Qa, 使 得 

当 |B.Qn| <+， PeD，QseD 时 ，|f(P,) -J(QwI>e 成 立 。 (6 


因为 点 列 {P,} 有 界 , 所 以 根据 定理 1.30, 此 点 列 具 有 收敛 的 子 列 : Pa, Pro, Pns,…， 
Pen <m < na <… < 芒 <…. 设 该 极限 为 4= lim Pn,， 因为 D 是 闭 集 ， 
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所 以 4e D, 并 且 了 
PuQul< 元 一 0 6 一 oo)， 
3 


所 以 Qn = 各 Po 一 人 根据 假设 , f(P) 在 D 上 连续 , 因此 
DJ) = Jim, f(P»s) = f(4). 


这 与 根据 (6.4) 式 得 出 的 |f(Q) - J(Pu)| > se 相 矛 盾 . 所 以 , f(z,y) 在 D 上 一 至 
连续 . 口 
注 若 4 是 万 的 孤立 点 , 对 于 某 个 自然 数 jo, 当 j > jo 时, Qn, = Pi = 4, 这 与 
(6.4) 式 相 了 矛盾 ， 
定理 6.3 ”定义 在 有 界 闭 集 D 上 的 连续 函数 有 最 大 值 和 最 小 值 . 
证 明 ”证 明和 定理 2.4 的 证 明 相 同 : 设 f(P) 是 定义 在 有 界 闭 集 D 上 的 连续 函 
数 ， 为 了 证 明 f(P) 有 界 , 即 值 域 f(D) 有 界 , 如 果 我 们 假设 f(D) 无 界 , 那么 当 
n 一 oo 时 , 存在 |f(P)| 一 +eo 的 点 列 {P}， PE D， 由 定理 1.30，{P,} 具 
有 收敛 的 子 列 : Pn, Pns,…, Pn,,…， 4 = Jim, Pr, € D, 因为 f(P) 连续 , 所 以 
Jim, (Py) = /1(4), 这 与 |f(P)| 一 +oo(n 一 00) 相 矛 盾 . 因此 , f(D) 有 界 . 于 是 
车 设 f(D) 的 上 确 界 是 8, 则 8 是 f(P) 的 最 大 值 . 这 是 因为 , 如 果 8 不 是 f(P) 的 
最 大 值 , 因为 恒 有 f(P) < 5, 所 以 1/(8 一 f(P)) 也 是 定义 在 D 上 的 连续 函数 , 从 而 
有 界 , 即 存在 满足 
57D “7 

的 常数 7. 因此 J(P) < 8 一 1/7 与 8 是 f(D) 的 上 确 界 相 了 矛盾 . 

同 理 , 若 f(D) 的 下 确 界 是 a, 则 a 是 J(P) 的 最 小 值 . 口 
定理 6.4 ”定义 在 领域 D 上 的 连续 函数 f(z,y) 的 值 域 f(D) 是 一 个 区 间 ， 
证 明 ”车 a e f(D), 8 € f(D), a < kh <B, 则 只 须 证 明 je f(D)， 为 此 , 假设 
4 f(D), 并 且 令 

V={PlIPeD,J(P)< 睛 ， 


则 Y 是 开 集 . 这 是 因为 f(z,y) 在 D 上 连续 , 所 以 若 f(P) < jp, 则 当 |QP| < < 时 ， 
存在 满足 f(Q) < . 的 正 实数 <, 这 是 因为 P 的 邻 域 U.(P) CV 存在 . 根据 假设 ， 
存在 满足 f(4) =a < 的 点 4e D, 所 以 V 不 是 空 集 . 同 理 , 若 


W= {PIPeD,f(P)>H}, 


则 W 也 不 是 空 集 , 并 且 显然 有 


D=VUW, VNW=%. 
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这 与 D 是 连通 的 相 矛 盾 , 因此 je f(D). 口 
定理 6.5 定义 在 有 界 闭 领域 D 上 的 连续 函数 f(z,y) 的 值 域 /(D) 是 闭 区 间 . 
证 明 ”根据 假设 , 是 某 个 领域 0 的 闭 包 : D = [UD]. 根据 定理 6.3, f(z,y) 有 最 小 
值 a= /(4), 4e D, 和 最 大 值 8 = /f(B), Be D. 另 一 方面 , 根据 定理 6.4, f(U) 是 
一 个 区 间 . 因为 


f(U) c f(D) c [a,B], ae f(D),B ef(D), 


所 以 , 车 要 证 明 f(D) 和 闭 区 间 [a, 6] 一 致 , 只 须 证 明 a 和 有 都 包含 在 区 间 AD) 
的 闭 包 [/(U)] 中 即 可 . 因为 4e D = [U], 车 A ¢U, 则 4 是 U 的 聚 点 . 从 而 存在 
收敛 于 4 的 点 列 {Pa},P,& U. 因为 函数 f(z,y) 在 D 上 连续 , 所 以 a = /(4) = 
nimsJ(P) e [f(D) 车 AeU, 则 显然 有 ae [f(D)]. 同 理 , 8 e [f(0)]. 口 

实 直 线 R 上 的 领域 就 是 开 区 间 , 有 界 闭 领域 是 闭 区 间 , 所 以 上 述 定理 6.5 和 定 
理 6.4 可 以 看 作 是 由 与 单 变量 连续 函数 相关 的 定理 2.5 和 定理 2.6 向 二 元 函数 的 推 
Va 


f) 函数 的 图 像 

一 般 地 , 对 于 定义 在 点 集 D c R? 上 的 函数 f, 由 点 Pe D 和 在 点 已 处 的 
值 f(P) 的 数 对 (Pf(P)) 的 全 体 组 成 的 R? x R = Ra 的 子 集 称 为 函数 / 的 图 像 ， 
记 为 Gy. 这 同一 元 函数 时 相同 . 用 坐标 表示 为 ， 


Gs = {(leyzjlz= f(z,9), (2,y) € D}. 


将 三 维 空间 Rs 内 的 图 像 Gy 在 二 维 的 纸 上 描 绘 并 不 容易 , 但 在 脑海 中 想象 Gy 的 
形状 同样 可 以 把 握 函数 f 的 性 质 . 例如 , 例 6.2 的 函数 f(z,y) 对 每 个 变量 z,y 都 
连续 , 但 作为 两 个 变量 z,y 的 二 元 函数 在 原点 O 处 不 连续 , 这 通过 考虑 f 的 图 像 
Gj 的 形状 , 便 可 以 容易 理解 . 
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al) 偏 微分 
设 f(z,y) 是 定义 在 平面 R? 上 的 某 个 领域 D 上 的 函数 , (a,b) 是 D 上 的 某 一 
点 . 车 z 的 函数 f(z,b) 在 a 处 关于 z 可 微 , 则 称 两 个 变量 z,y 的 二 元 函数 f(z,y) 
在 点 (a,b) 处 关于 z 可 偏 微 (partially differentiable), 函数 f(z,5) 在 a 处 的 微分 系 
数 用 f(a,b) 表示 : 
Felad) = him {EY = (6.5) 
并 且 称 f(a,65) 为 f(z,y) 在 点 (a,b) 处 关于 z 的 偏 微分 系数 (partial differential 
coefficient). 因为 z 的 函数 f(z,5) 的 定义 域 包含 某 个 区 间 (a 一 ea+e),e>0, 所 
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以 能 够 考虑 (6.5) 式 右边 的 极限 . 遵循 属于 的 点 的 坐标 与 变量 用 同样 的 文字 表示 
的 习惯 , 将 (6.5) 式 中 的 o, 分 别 用 z,y 右边 的 > 用 = 十 疡 来 蔡 换 , 则 


f(z+h,y)— f(x,y) 
ee 


f(z,9) = lim (6.6) 


令 z= f(z,y) 时 , fz(z,y) 用 9z/8r 表示 : 


=), = f(y). 

如 果 函 数 f(z,y) 在 定义 域 D 上 的 所 有 点 (z,y) 处 关于 x 都 可 偏 微 , 则 称 函数 
f(z,y) 关于 z 可 偏 微 . 此 时 f(z,y) 也 是 定义 在 D 上 的 两 个 变量 z,y 的 二 元 函数 . 
该 函数 f(z,y) 称 为 f(z,y) 关于 z 的 偏 导 函数 (partial derivative), 把 求 f(z,y) 的 
过 程 称 为 对 f(z,y) 关于 z 求 偏 微分 . f(z,y) 关于 z 求 偏 微分 就 是 固定 y, 把 f(z,y) 
看 作 是 关于 z 的 函数 , 并 对 z 微分 . 函数 > = f(z,y) 关于 zx 的 偏 导 函 数 的 表示 方 
法 有 fo(z,y), 8z/8z 或 0f(z,y)/6z, (6/07)f(z,y), Dzf(z,y) 等 . 

同 理 , 车 点 (z,y) 处 存在 极限 : 


fhe) = Bm 


Et fy, (6.7) 


则 称 函数 f(z,y) 在 点 (z,y) 处 关于 y 可 偏 微 , 称 函数 f,(z,vy) 为 关于 y 的 偏 微分 
系数 . 如 果 函 数 f(z,y) 在 属于 D 的 所 有 点 处 关于 y 都 可 偏 微 , 则 称 函数 f(z,y) 关 
于 y 可 偏 微 , 称 函数 f(z,y) 为 f(z,y) 关于 y 的 偏 导 函数 . 若 z = f(z,y), 则 类 似 
地 包 (z,y) 可 用 8z/8y 等 表示 . 
若 > = f(z,y) 关于 z 可 偏 微 , 并 且 偏 导 函 数 9z/8z = 户 (z,y) 关于 z 或 y 可 
偏 微 , 则 fz(z,y) 关于 z 或 y 求 偏 微分 , 可 得 二 阶 偏 导 函 数 : 
0 /0 We 0 /02 Pz 
pa ( 吕 ) i 2 = fzz(7,Y), 页 (中 ) = we = fry(7,Y), 
0 /0 0 /0z 
园 (的 -去 一 各 (分 而 ( 侍 ) = 多 BE = fley). 
同 理 可 得 三 阶 以 上 的 偏 导 函 数 : 
ds Oz 
死 (#8) = Br0y6z = fm Y), 


0 163z Oz 
训 ( 器 )- 颖 -feeto) 
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例 6.3 ”6.1 节 例 6.2 的 函数 f(z,y), 当 y=0 时 , f(z,0) = 0; 当 ! 因 时 , f(z,9) = 
2zy/(z2 十 刀 ), 所 以 此 函数 关于 z 可 偏 微 , 并 且 
2y3 — 27? 
CO =0, yO 时 fn) = 
同 理 , f(z,y) 关于 y 可 偏 微 . 但 是 f(z,y) 在 原点 (0,0) 处 不 连续 . 

如 例 6.3 所 示 , 定义 在 领域 D 上 的 函数 f(z,y) 即使 关于 z 及 y 都 可 偏 微 , 但 
作为 两 个 变量 z,y 的 二 元 函数 也 未 必 连 续 . 这 是 因为 , 可 偏 微 性 是 指 变量 z,y 中 
“固定 一 个 而 变动 另 一 个 " 时 f(z,y) 的 性 质 . 连续 性 是 z,y* 同 时 变动 ”时 f(z,y) 
的 性 质 , 因此 从 可 偏 微 性 得 不 出 连续 性 是 理所当然 的 . 这 与 f(z,y) 关于 z,y 的 可 
偏 微 性 是 不 一 样 的 , 所 以 应 当 定义 作为 两 个 变量 x,y 的 二 元 函数 f(z,y) 的 可 微分 
性 . 

b) 可 微 性 和 全 微分 

与 3.1 节 中 所 述 的 一 元 函数 相同 , 把 满足 入 上 oo (7 = a(0,0) = 0 的 函 
数 a(z,y) 称 为 无 穷 小 . 当 e(z,y) 和 atz,g) 是 无 穷 小 时 , 无 穷 小 e(z,y)alz,y) 用 
符号 o(a(z,y)) 表示 . 例如 : 

o(VT2+)=e(r,Yy VT +, lim e(zx,y) = <(0,0) = 0， 


(zy) 一 (0,0) 


当 一 元 函数 f(z) 在 a 处 可 微 时 , (3.6) 式 , 即 


f(z)= f(a)+f (0)(z -a)+o(r—o) 


成 立 . 我 们 将 它 推广 到 二 元 函数 的 可 微 性 : 
定义 6.4” 设 f(z,y) 是 定义 在 某 领域 D 上 两 个 变量 z,y 的 二 元 函数 , (a,b) 是 DD 
上 一 点 . 如 果 存 在 常数 A, B, 使 得 


fz,y) =f(0,b) + A -a)+BYy -bd)+o Vz -a +(y—b)) (6.8) 
成 立 , 那么 就 称 函 数 f(z,y) 在 点 (a,5) 处 可 微 . 
设 f(z,y) 是 定义 在 领域 D 上 的 函数 , (a,5) 是 属于 D 的 点 . 根据 (6.8) 式 ， 
lim f(z,y) = f(a,b). 


(zy)—{a,b) 
所 以 , 著 f(z,y) 在 (ob 处 可 微 , 则 f(z,y) 在 (a,b) 上 连续 . 若 f(z,Y) 在 (ob 处 
可 微 , 则 f(z,y) 在 (a,b) 处 关于 Z,y 可 偏 微 , (6.8) 式 右边 的 常数 A, B 分 别 和 偏 微 
分 系数 f(a,b), f(a,b) 相等 . 事实 上 , 这 是 因为 , (6.8) 式 中 如 果 设 y= b, 则 


f(z,b) = f(a,b) + A(z — a) +o(z —a), 
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jim {0 -0 -4 
-a 


同 理 
lim fo 人 一 fo _ Bp. 
yb y—b 
因此 , 车 f(z,y) 在 点 (a,5) 处 可 微 , 则 
f(z,9) = F(ab) + fe(a,b)(z — 0) + fy(0,b)(y —b)+ o(V(z —a)? + (y —b)?). 
若 将 a,b 用 zy; z,y 用 z+h,y 十 来 替换 ， 则 上 式 可 改写 为 
f(z+ hytk) = f(z,9) + fe(z Wh+ f(z yk + o(V h2 + k?2). (6.9) 


即 当 函数 f(z,y) 在 点 (zi 切 处 可 微 时 ，(6.9) 式 成 立 此 时 ,车 函数 f(z,9) 用 
z = jz,y) 表示 , 并 且 令 Az =h, Ay =k, Az = f(z + Az,y + Ay) -fc 则 


As= GA 十 Ay 十 o(V(Az)2 + (Ay)2)， (6.10) 


称 Az, Ay, Az 分 别 是 z, y, z 的 增 量 , 这 与 一 元 函数 的 情况 相同 . (3.8) 式 中 单 变量 
z 的 函数 y = f(z) 的 微分 定义 为 


dy = df(z) = 了 (z)Az. 
由 此 , 两 个 变量 z,y 的 二 元 函数 z = f(z,y) 的 全 微分 (total differential) 定义 为 


dz = df(z,y) = fo(7,Y)AT + f(z,y)AY (6.11) 
dz= Oz Ar + 2 (6.12) 
“6 Oy yy. | 


全 微分 dz 是 增 量 Az 的 “ 主 部 ”. 不 称 为 “微分 ” 而 称 为 “全 微分 ” 是 为 了 与 “ 偏 微 
分 ” 相 区 别 . 若 考虑 两 个 变量 z,y 的 二 元 函数 , 因为 br/9z = 1,6z/0y =0， 则 全 微 
分 为 dz = Az, 同 理 dy = Ay. 因此 (6.11) 式 和 (6.12) 式 可 以 改写 成 


df(z,y) = f(z,9)dz + fy(z,Yy)dy, (6.13) 
8 
dz= Pde + a (6.14) 


当 f(z,y) 在 其 定义 域 D 上 的 所 有 点 (z,g) 处 都 可 微 时 ， 称 函 数 f(z,y) 可 微 ， 
或 者 称 关于 两 个 变量 z,y 可 微 , 并 且 称 f(z,y) 是 可 微 函数 . 可 微 函 数 f(z,y) 是 连 
续 函数 , 并 且 关 于 z 和 了 都 可 偏 徽 . 
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一 般 地 , 当 给 定 函数 f(z,y) 的 定义 域 的 子 集 D 时 , 将 函数 f(z,y) 的 定义 域 
缩小 到 D 而 获得 的 函数 称 为 函数 f(z,y) 在 D 上 的 限制 , 并 且 用 符号 fp(z,y) 
或 者 (fID)(z,y) 表示 . fp(z,y) 是 定义 在 D 上 的 函数 , 并 且 当 (z,y) < D 时 ， 
fp(z,y) = f(z,y). 当 DD 是 领域 时 , 若 fp(T,y) 是 连续 函数 , 则 称 1(z,y) 在 D 上 连 
续 , 若 fp(Z,y) 是 可 微 函数 时 , 则 称 f(z,y) 在 D 上 可 微 . 进一步 , 对 于 与 函数 相关 
的 某 性 质 .4, 当 fp(z,V) 是 .4 时 , 称 f(z,y) 在 D 上 是 A 的 . 例如 , 若 函 数 fp(z,y) 
关于 z 可 偏 微 , 则 称 函数 f(z,y) 在 D 上 关于 z 是 可 偏 微 的 . 根据 假设 , D 是 领域 
所 以 函数 f(z,y) 若 在 D 上 连续 可 微 , 关于 z 或 y 可 偏 微 , 则 f(z,y) 在 D 上 的 所 
有 的 点 (7z,y) 处 都 连续 可 微 , 关于 z 或 ! 可 偏 微 . 若 f(z,y) 在 D 上 关于 z 可 偏 微 ， 
则 称 该 函数 在 D 上 存在 偏 导 函数 f(z,y). 

类 似 地 , 当 函 数 f(z,y) 的 定义 域 的 子 集 D 是 闭 区 间 时 , 若 fp(z,y) 是 4 时, 则 
称 f(z,y) 在 DD 上 是 4 的 . 但 是 ,此 时 即使 f(z,y) 在 D 上 连续 , f(z,y) 也 未 必 在 
属于 万 的 所 有 的 点 处 都 连续 . 例如 , 在 R? 上 若 定义 函数 f(z,y) 为 : 当 z2+y2 <1 
时 , f(z,y) = z2 +322; 当 z2 十 妇 > 1 时, f(z,y) =0, 则 函数 f(z,y) 在 闭 区 间 D = 
{(z,g)lz? 十 妨 < 1} 上 连续 , 但 f(z,y) 在 D 的 边界 点 (z,y) e {(z,y)|z? 二 妨 二 1} 
上 不 连续 . 

我 们 虽然 讨论 了 定义 在 闭 区 间 [o, 如 上 的 一 元 函数 f(z) 的 边界 点 a 或 者 b 处 
的 函数 f(z) 的 微分 系数 f(a), f'(b), 但 是 , 对 于 定义 在 闭 领域 D =[U](U 为 领域 ) 
上 的 二 元 函数 f(z,y), 我 们 通常 不 能 考虑 在 D 的 边界 点 (a,5) 上 的 偏 微分 系数 . 一 
般 地 , 在 闭 领域 边界 处 比较 复杂 , 因为 , 当 (a,b 是 D 的 边界 点 时 , 例如 , 由 于 f(x,5) 
的 定义 域 {zl(z,5b) e D} 有 可 能 是 不 包含 任何 含有 a 的 区 间 的 集合 , 此 时 , f(z,5) 
在 z =a 处 的 微分 系数 不 能 定义 . 例如 , 若 D 是 单位 圆 盘 D = {(z,w)|z? + < 1} 
时 , 则 函数 f(z, 1) 的 定义 域 是 仅 由 一 个 点 组 成 的 集合 {0}, 并 且 当 D = {(z,y)ly < 
zs 和 2y,0 < y < 1} 时 , f(z,0) 和 f(0,y) 都 是 定义 在 仅 由 一 个 点 组 成 的 集合 上 的 
函数 . 


oy 


例 6.4 ”车 我 们 考虑 具有 比较 复杂 边界 的 闭 领域 : 
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了 = [四 5={lcal-sm 亚 <y<20<z< 引 


则 D 的 边界 是 关于 z 的 函数 y = 一 sin(3x/z), 0 < z < 3 的 图 像 G 和 3 个 线段 的 
并 集 : 


GU{(0,W| -1<y<2}U{(z,2)0 < zx < 3}U{(3,WI0 < y < 2}. 


例如 , 原点 (0,0) 是 D 的 边界 点 , {(z,0)|(z,0) e D} 是 在 > 轴 上 相互 没有 交点 的 无 
数 个 闭 区 间 [3/3, 3/2], [3/5, 3/ 引 , [3/7, 3/6], … 与 由 两 点 组 成 的 集合 {3, 0} 的 并 集 ， 
并 且 不 含有 任何 包含 0 的 区 间 . 


yh 


如 上 所 述 , f(z,y) 的 定义 域 的 子 集 D 是 闭 领 域 时 , 由 于 一 般 不 能 考虑 在 D 的 
边界 点 处 fp(z,y) 的 偏 微分 系数 , 所 以 我 们 不 称 函数 f(z,y) 在 D 上 关于 x 可 偏 微 
等 . 但 是 , D 是 如 D = {(z,glaesz<bc<ys< 寺 的 闭 矩形 的 情况 例外 . 例如 , 对 
于 满足 c < y < d 的 z 的 函数 f(z,y), 若 它 在 闭 区 间 [a,9] 上 可 微 , 则 称 f(z,y) 在 
D 上 关于 z 可 偏 微 , 或 者 称 它 在 D 上 存在 偏 导 函数 f(z,y). 
定理 6.6 ”车 函 数 f(z,y) 的 偏 导 函数 f,(z,y), fy(z,y) 在 领域 D 上 存在 且 连 续 ， 
则 f(z,y) 在 D 上 可 微 . 

证 明 ”只 须 证 明 在 D 的 任意 点 (z,y) 处 ， 


f(z+h,yt+k) = f(z,9) + fo(zWh+ fy(z, yk+o(Vh? +k) (6.15) 
成 立即 可 . 因为 


f(z+h yt+k)— fz,y) = f(z+hyt+k)— f(y+k) + f(z,y +k) — f(z,y) 
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又 f(z +h,y+k) 是 h 的 可 微 函 数 , 所 以 根据 中 值 定理 (定理 3.5)， 

f(z+hyt+k)— fryt+k) = f(r+0h,y+k)h, 0<0<1. 
根据 已 知 条 件 , fz(z,y) 在 D 上 连续 , 所 以 

fo(s + Oh y+h) = fo(z,y) +e(h k), dmo oht) =e(0,0) =0, 
从 而 , 车 令 o(h) = a(h,k)h, 则 
f(z+h,yt+k)— f(r,y+k) = fo(z,9)h + olh). 
又 因为 f(z,y 十 有) 关于 上 可 微 , 所 以 ， 
f(z,y +k) 一 za = fy(z, YK + o(k). 

因此 

f(z+h,y +k) — f(z,y) = f(T,Vh+ fy(z, YE + o(h) + o(k), 
即 (6.15) 式 成 立 . 显然 o(h) + o(k) 可 表示 为 o(V12 十 三)， 口 

如 果 在 领域 D 上 亡 (z,y) 和 f(z,y) 都 存在 但 不 连续 , 那么 f(z,y) 也 未 必 在 


刀 上 可 微 . 例如 , 设 f(z,y) 是 例 6.2 中 引入 的 函数 , 则 在 R 上 fz(z,y) 和 f(z,y) 
存在 , 但 是 在 原点 (0,0) 处 f(z,y) 不 连续 , 从 而 不 可 微 . 此 时 , 若 y 去 0, 则 
2y3 — 272: 
fm) = tT 

因此 , fs(0,y) = 2/y, 并 且 fz(z,y) 在 原点 (0,0) 处 不 连续 . 

在 领域 D 上 f(z,y), fy(z,y) 存在 且 连 续 时 , 称 f(z,y) 在 D 上 连续 可 微 或 者 
在 D 上 光滑 . 根据 定理 6.6, D 上 连续 可 微 的 函数 在 D 上 可 微 , 因而 也 连续 . 
例 6.5 ”在 3.3 节 例 3.5 中 , 已 经 证 明了 : 当 f(0) =0, z 关 0 时 , 关于 z 的 函数 
f(z) = z2sin(1/z) 在 实 直线 上 的 每 一 点 z 处 可 微 , 并 且 导 函数 f'(z) 在 z =0 处 不 
连续 . 同 理 , 若 函 数 f(z,y) 定义 为 


0, 当 (z,y) = (0,0) 时 ， 
fa (z2 + 2)sin (ws) ， 当 (z,y) 冯 (0,0) 时 ， 


则 f(z,y) 在 平面 R? 上 每 一 点 处 都 可 微 , 但 是 偏 导 函 数 f(z,9y), f(z,y) 在 原点 
(0,0) 处 不 连续 . 
[证 明 ] 当 (z,y) 关 (0,0) 时 , f(z,y) 关于 z 或 者 y 可 偏 微 , 并 且 


科 


T 1 
= Cos 
i) VT+ (二 


f(z,Y) 一 27sin ( 
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1 1 
f(z,y) = 2gsin (及 7) 加 rs cos (去 7) 
显然 户 (z, 引 , 户 (z,g) 在 (zy) 关 (0,0) 处 都 连续 . 所 以 根据 定理 6.6, 函数 f(z,y) 在 
(z, 急 关 (0,0) 处 都 可 微 . 在 原点 (0,0) 处 , 因为 f(0,0) =0, 并 且 |f(h,k)| < h2 二 ?2， 
所 以 
f(h,k) = f(0,0) + o(Vh? + k2). 
即 f(z,y) 在 原点 (0,0) 处 可 微 . 但 是 , 若 令 y =0, 则 当 xz 关 0 时 ， 


fe =n( 商 )+oe( 疝 )， 


所 以 极限 ， lim。 万 (z,g) 不 存在 ， 从 而 f(z,y) 在 点 (0,0) 处 不 连续 . 同 理 ， 
f(z,Y) 在 外 (0,0) 处 也 不 连续 . 

c) 偏 微分 的 顺序 
定理 6.7 ”如 果 函 数 /(z,y) 在 领域 D 上 存在 偏 导 函 数 fz(z,9), 及 (z,9), fav(z,9)， 


Ja 人 z,g), 并且 fzy(z,), fyz(Z,y) 连续 , 那么 有 

fyz(7,Y) = fry(7,Y)- (6.16) 
证 明 ” 设 (a,b) 是 D 上 的 任意 一 点 , 并 且 

A(h,k) = f(a+h,b+k)— flath,b) — fla,b+k)+ f(a,b). 
若 令 
(7) = f(z,b+k) — f(z,b), 
根据 已 知 条 件 知 fs(z,y) 存在 , 所 以 p(z) 是 关于 = 的 可 微 函 数 . 因此 , 根据 中 值 定 
理 (定理 3.5)， 
A(h,k)= pa+h) -pa) = (a+0h)h, 0<0<1, 

又 因为 p'(a 二 9h) = fz(a 十 9h,b 十 大 ) 一 天 (a 十 9h,b), 并 且 根 据 已 知 条 件 , foy(z,y) 
存在 且 连 续 , 所 以 


wo(a+gh) = fry(a + Oh,b + nk)k, 0<7n<1 
fm + Oh,b+nk) = fry(a, a + e(h,k), 


hy te, el(h,k) = a(0,0)= 


从 而 
Alh,k) = (fzy(a,b) + e(h, k))hk. (6.17) 
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因此 , 车 令 k=h, 则 
lim A(h,h) 
h—=0 h2 


= fzv(a,b). 
若 令 

A(h,k)=f(ath,b+k) — fla,bt+k) — f(at+h,b)+ f(a,b) 
并 且 将 z 和 vy 交换 代入 , 同 理 可 证 ， 


lm SD = fla 
所 以 fz(a,b) = fzv(a,5b), 又 因为 (a,b) 是 D 上 的 任意 一 点 ,， 故 等 式 (6.16) 式 成 
立 . 口 
定理 6.8 (Young 定理 ) ”如 果 在 领域 D 上 f(z,y) 的 偏 导 函数 f(z,y) 和 f(z,y) 
存在 并 且 可 微 , 那么 等 式 fzy(z,y) = fyz(z,y) 成 立 . 
证 明 ”在 定理 6.7 的 证 明 中 得 到 的 等 式 


A(hk)= (fo(a+Oh,b+k) — f(a+Oh,b))h, 0<0<l, 
在 此 仍然 成 立 . 根据 已 知 条 件 ， 
fe(at hb+k) = fs(0,b) + faz(a, b)h+ fev(a, bk+ o( VR + kz), 


所 以 
fr(a+0h,b+k)= fr(a,b) + frz(a,b)Oh + fry(a, b)k+ o(Vha + KR2), 
f(a 十 Oh, 间 二 所 (a 十 玫 zz(a,b)9h 十 ol 有)， 
所 以 
A(h,k) = fzy(a, b)kh + h o(Vh? + k2). 
此 时 , 车 令 =h, 则 
Alh,h) = fey(a, dh? + ol ). 
因此 
bm = fd), 
网 Alh,h) 
li SD = fo 
故 


fzy(a,b) = fyz(a, b). 口 
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我 们 虽然 在 定理 6.7 中 假设 了 fzy(z,y), fyz(z,y) 都 存在 且 连 续 , 但 实际 上 只 要 
假设 其 中 之 一 存在 且 连 续 即 可 . 
定理 6.9 (Schwarz 定理 ) ”如 果 函 数 f(z,y) 在 领域 D 上 的 偏 导 函 数 f(z,y), fy(z， 
功 , fzv(z,y) 存在 ,并且 fzcy(z,y) 连续 , 则 偏 导 函 数 fs(z,y) 也 存在 , 并且 与 fzy(z,y) 
相等 , 即 fzy(z,y) = fyz(2,9)- 
证 明 ” 设 (a,b) 是 D 上 任意 一 点 ,并且 


A(h,k)= f(a+h,b+k)— flat+h,b) — f(a,b+k) + f(a,b), 
则 根据 (6.17) 式 ， 
A(h,k) = (fryv(a,b) + e(h, k))hk. 
根据 已 知 条件 , fy(z,y) 存在 , 所 以 , 当 h 关 0 时 ， 


el i SP 


jm (+h = f(at+h,b) 网 fla,b+k)— f(a,b) 
ln -A k 


=fy(a+h,b)— pt 
因此 , 极限 lm elh, k) 存在 , 使 得 


人 e+ 昌国 = fev(0,b) + lim eh,k). 


ha ml Dd 让) = 0 蕴含 : 对 于 任意 正 实数 <, 存在 正 实数 5(e), 只 要 0< VY 及 十 硫 < 
dle), 就 有 le(h,)| < < 成 立 . 所 以 ， 


车 0<|h|l<5(e)， 则 jms <e, 
即 lim lm e(h,k) = 0 成立. 因此 ， 
太一 0 大 一 0 


jg f+ lo) 


jh 一 0 


即 所 (z,y) 在 点 (a,5) 处 关于 z 可 偏 微 , 并 且 偏 微分 系数 为 


= fey(a,b), 


fyz(a,b) = fzv(a,b). 口 


等 式 fzy(z,y) = fyz(z,y) 在 无 条 件 限制 下 不 成 立 . 
例 6.6 ”在 平面 R? 上 定义 函数 f(z,y) 为 
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0, 当 (z,y) = (0,0) 时 ， 
f(z,Y) = 


2 3 (zy) # (0,0) 时 . 


+ 


当 (z, 奶 冯 (0,0) 时 , f(z,y) 关于 z 可 偏 微 


r+4r2 
(+) 
函数 f(z,y) 显然 连续 , 并 且 因为 |fz(z,2)| < 2 中 所 以 lim f(z,9) = 0. 又 


(z,y)—(0,0) 
因为 f(z,0) =0, 所 以 fz(0,0) = 0. 因此 函数 f-(z,y) 在 启 了 各 和 同 理 , f(z,y) 
关于 y 可 偏 微 , 并 且 f(z,y) 在 R? 上 连续 . 当 (z,y) (0,0) 时 ， 
Ea ek 2 
(z2 于 32)2 


fo(7,Y) =Y 


fy(z,y) 一 了 


因此 , 当 (z,y) 关 (0,0) 时 ， 
6 和 2 
fl = fe = 
在 原点 (0,0) 处 , 因为 
fr(0,W)=-y, f(z,0)=7, 
所 以 
fav(0,0)=—1, fyz(0,0)=1, 
并 且 等 式 fzy(0,0) = fyz(0,0) 不 成 立 . 因此 , 根据 定理 6.9, fzy(z,Y) 不 应 是 连续 函 
数 . 事实 上 , 当 z 尖 0 时 , foy(z,0) = 1 fzv(z,y) 在 原点 (0,0) 处 不 连续 . 此 外 , 根据 
定理 6.8, 记 (z, 人 ) 和 f(z,y) 均 要 可 微 , 事实 上 , f(z,y) 在 原点 (0,0) 处 不 可 微 . 这 
是 因为 , fay(0,0) = 一 1, fz(z,0) =0, 所 以 fzz(0,0) =0, 因此 
hs — ks + 4h2k? 2h4 + 6h2k? 
fz(h,k) — fz(0,0) — fzz(0,0)h — fzev(0,O)k=k (hn Ty +k=k 0 大 2)2 
不 等 于 o(V 到 十 砚 ). 
如 果 函 数 ftz,y) 在 某 领域 上 的 偏 导 函数 fz(z,9), fy(z,9), fav 存在 且 连 
续 , 那么 根据 定理 6.9, 偏 导 函数 fz(z,y) 也 存在 且 连 续 . 但 是 , 此 时 fzz(7z,9), fyv(T1Y) 
未 必 存在 . 
例 6.7 例 3.4 的 函数 ptt) = 》 辫 |sn(rmnl0)| 虽然 在 实 直线 上 连续 , 但 是 在 各 有 
理 点 处 不 可 微 . 所 以 , 若 令 


SoD) = wat), vd = 人 ra 
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则 户 (cg = elz)y() , fy(z,9) = Vr) p(y) , fry(z1y) = fuz(z,Y) = p(T)p(y) 皆 连 
续 . 因为 p(z) 在 有 理 点 上 不 可 微 , 并 且 当 y 关 0 时 , w(y) 关 0. 所 以 当 a 为 有 理 数 ， 
并 且 5b 关 0 时 , 在 点 (a,6) 处 不 存在 偏 微分 系数 fz(a,b). 

d) 函数 的 类 

设 f(z,y) 是 定义 在 领域 D 上 的 两 个 变量 r,y 的 二 元 函数 . 如 果 f(z,y) 连续 可 
微 , 并 且 其 偏 导 函数 f(z,y), (Zz,y) 也 连续 可 微 , 那么 就 称 f(z,y) 是 二 阶 连续 可 微 
函数 . 如 果 f(z,y) 是 二 阶 连续 可 微 函 数 , 并 且 其 二 阶 偏 导 函数 fcz(z,y), fzy(z,y)， 
Jiz(z,b), fuv(z,y) 皆 连 续 可 微 , 那么 f(z,y) 是 三 阶 连续 可 微 函 数 ， 一 般 地 , 如 果 
f(z,y) 是 n 一 1 阶 连续 可 微 函数 , 并 且 其 n -1 阶 偏 导 函 数 皆 连续 可 微 , 那么 就 称 
f(z,y) 是 n 阶 连续 可 微 函数 . 函数 f(z,y) 是 n 阶 连续 可 微 是 指 函 数 f(z,y) 的 直 
至 第 n 阶 偏 导 函 数 都 存在 且 连 续 . 称 n 阶 连续 可 微 函数 为 &" 类 函数 . 

同 理 , 如 果 f(z,y) 是 可 微 函数 , 并 且 其 偏 导 函数 f(z,y), (x,y) 皆 可 微 , 那么 
称 f(z,y) 是 二 阶 可 微 函数 , 等 等 . 一 般 地 , 如 果 f(z,y) 是 n 一 1 阶 可 微 函 数 , 并 且 
其 n 一 1 阶 偏 导 函数 皆 可 微 , 那么 就 称 f(z,y) 是 n 阶 可 微 函 数 . 因为 可 微 函数 是 
连续 的 , 所 以 n 阶 可 微 函数 是 n 一 1 阶 连续 可 微 的 , 并 且 它 与 n 阶 连续 可 微 函 数 的 
差异 仅 在 于 n 阶 偏 导 函数 未 必 都 连续 . 如 我 们 在 3.4 节 f) 中 对 一 元 函数 叙述 的 那 
样 , 现代 数学 中 比 起 n 阶 可 微 函数 , n 阶 连续 可 微 函数 的 应 用 更 为 普遍 . 既然 已 经 
假设 存在 直至 n 阶 的 偏 导 函 数 , 那么 顺便 附加 其 连续 性 假设 就 很 自然 了 . 

如 果 f(z,y) 是 任意 阶 连续 可 微 函 数 , 那么 就 称 函数 f(z,y) 为 无 穷 阶 可 微 , 称 
f(z,y) 是 Gee 类 函数 , 或 者 ~ 函数. 因为 任意 阶 可 微 函 数 是 任意 阶 连 续 可 微 的 ， 
所 以 称 无 穷 阶 可 微 与 称 无 穷 阶 连续 可 微 是 一 致 的 . 

以 上 是 把 领域 D 作为 了 f(z,y) 的 定义 域 , 当 领 域 D 是 f(z,y) 的 定义 域 的 子 
集 时 , 若 f(z,y) 在 D 上 的 限制 fp(z,y) 是 mn 阶 可 微 、n 阶 连续 可 微 、B” 类 函数 
等 时 , 亦 称 f(z,y) 在 D 上 nn 阶 可 微 ,在 D 上 nn 阶 连续 可 微 、 在 D 上 是 %% 类 函 
数 等 . 

如 果 定 义 在 某 领域 上 的 两 个 变量 z,y 的 二 元 函数 > = f(z,y) 是 二 阶 连续 可 微 
或 者 二 阶 可 微 , 那么 根据 定理 6.7 或 者 定理 6.8, fyz(z,y) = 记 v(z,y), 即 


Oz _ Hz 
DW- BW 
因此 , z = f(z,y) 的 二 阶 偏 导 函数 为 


2 
器 =-Peo， 区 -Prea， 藉 -和 ole 吵 


如 果 z = f(z,y) 是 三 阶 连续 可 微 , 或 者 三 阶 可 微 , 那么 
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O08: 0888 8900 0900z 
or War Wr Bary 
Doz 0 608z 000 
TT 
所 以 , z = f(z,y) 的 三 阶 偏 导 函 数 为 
Pz Oz Oz Oz 
Or ry Ory 355 
一 般 地 , 如 果 z = f(z,y) 是 n 阶 连续 可 微 或 者 n 阶 可 微 , 那么 其 n 阶 以 下 的 偏 导 
函数 在 交换 只 和 总 的 顺序 时 都 不 改变 , 所 以 都 可 写成 : 


DP+9z 
57505， p+gsn. 


e) 复合 函数 
设 DD 是 平面 R? 上 的 领域 , p(t), w(t) 是 定义 在 区 间 工 上 的 函数 , 并 且 te 工时 ， 
恒 有 (w(t), w(t)) e D. 当 两 个 变量 z,y 的 二 元 函数 f(z,y) 将 D 作为 其 定义 域 的 子 
集 时 , 复合 函数 f(yp(t),w(t)) 是 定义 在 工 上 的 关于 + 的 函数 . 此 时 , 若 p(t), w(t) 连 
续 , 并 且 f(z,y) 在 D 上 连续 , 则 复合 函数 f(yp(t),w(t)) 连续 . [证 明 ] 任 取 点 we 了 7， 
并 且 令 a = yp(a),b = vw(a), 则 (a,b) e D, 所 以 根据 假设 , 对 于 任意 给 定 的 正 实数 <， 
存在 正 实数 61(e), 使 得 
只 要 |z 一 a| < 1(e), ly 一目 <51(e), 就 有 |f(z,y) 一 f(a,b)| < < 成 立 . 
又 因为 , 对 于 <, 存在 对 应 的 正 实数 bz(s), 使 得 
只 要 lt 一 a| < 62(e), 就 有 jp(t) 一 wp(a)| <e， |w(t) 一 (a)| < e 成 立 . 
因此 , 若 令 i(e) = 52(51(e)), 则 
当 此 -al < 5(e) 时 ， 有 |f(p(t), v(t) — f(p(0), V(o)| < e. 
即 f(yp(t), w(t)) 在 工 的 任意 点 a 处 连续 . 口 
定理 6.10 ”如 果 函 数 p(t), w(t) 关于 t+ 可 微 , 并 且 函 数 f(z,y) 在 D 上 关于 两 个 变 
量 z,y 可 微 , 那么 复合 函数 f(w(t),w(t)) 关于 可 微 ,并且 
中 (P(t), w(t)) = fe(p(t), VP) p(t) + fy(p), (EYE). (6.18) 
证 明 设 z= p(t),y = y(t),z = f(z,y) = f(p(t),w()), 并 且 对 应 于 +t 的 增 量 
4t 的 zx, y, > 的 增 量 分 别 设 为 Az = g(t + Ah — p(t), Ay = y(t + At) — w(t), 
人 Az = f(z+Az,y+Ay)— f(z,y), 则 根据 (3.4) 式 ， 


Ar= y(t)At+o(At), Ay= w(t)At+o(At), 
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所 以 , 根据 (6.10) 式 ， 


Az= fo(z,Y)Az + f(z, Ay +o(V(AT)? + (Ay)?) 
= (fz(z,9)p(t) + f(r, (t))At + o(At). 


因此 网 
lim, FF = f(z 0) (0) + fz) VD), 
即 z= f(yp(t),w(t)) 关于 上 可 微 , 并且 (6.18) 式 成 立 . 口 


推论 “如果 函数 p(t),w(t) 关于 t 连续 可 微 , 并 且 函 数 f(z,y) 在 D 上 关于 zx,y 连 
续 可 微 , 那么 f(p(b,%() 是 连续 可 微 的 函数 . 
证 明 ”根据 假设 , p/'(t),w'(t) 在 工 上 连续 , f(z,y), f(z,y) 在 D 上 连续 , 所 以 根据 
(6.18) 式 , df(p(D),V(D)/dt 在 工 上 连续 . 品 
设 z= p(t),y = w(t), z= f(z,y), 并且 车 将 (6.18) 式 改写 成 
dddr ，9zdy (6.19) 

则 更 易 观 察 . 若 采用 微分 符号 , 则 

dz = f(z,9)p (tdt + fy(z, yw (tdt. (6.20) 
定理 6.11 ” 设 函 数 p(t),w(t) 关于 t 是 nn 阶 连续 可 微 的 ,并且 函 数 f(z,y) 在 D 上 
关于 z,y 是 n 阶 连续 可 微 , 那么 f(y(t),w(t)) 是 n 阶 连续 可 微 函数 . 
证 明 ”用 归纳 法 证 明 ， 当 n =1 时 , 在 上 一 个 定理 的 推论 中 已 经 证 明 ， 假 设 当 
n 二 m 一 1,m > 2 时 ,定理 6.11 的 结论 成 立 , 现 考察 当 n = m 时 的 情况 . 根据 定理 
6.10, fp(D,V(G) 可 微 , 并 且 


Bf(p(0), v0) = fo(p(t), YE) p(t) + fy(p(t), bY 人， 


因为 f(z,y) 是 mm 阶 连续 可 微 的 , 所 以 f(z,y), 扩 (z,y) 是 m1 阶 连续 可 微 的 , 因 
此 根据 归纳 假设 , f(y(2),w()), 名 (p(t),()) 关于 t 是 m-1 阶 连续 可 微 的 . 又 因 
为 p'(t),w(t) 是 m1 阶 连续 可 微 的 , 所 以 根据 定理 3.18 的 (1), df (p(t), w(t))/dt 
关于 是 m 一 1 阶 连续 可 微 的 , 因此 f(p(t),w(t)) 是 m 阶 连续 可 微 函数 . 口 
令 z=elt,y=ub,z= f(z,y), 则 根据 (6.19) 式 ， 
dr dy 
村 下 
因此 
dzz d /dz\dr d /dz\dy, azdzz , Ozd? 
Ee ( 闫 ) Er (多 ) tt 友 焉 
B2z /dz\2 Oz dzdy 82z (dyN? 8zd2r 8zd2 
= gr7 和) 2370v dt 六 + By (号 ) t+ azar EE 
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一 般 地 , 根据 关于 n 的 归纳 法 , 容易 验证 


bpD 人 2 dz dz dy dny 
时 = 5 dt ”dtn' di dt 人 


dnz dy d"™y dz d?r drz dy dy dy 
其 中 (器 … dt” 3) 是 宝生 ， dm dd din 的 多 
项 式 . 


其 次 , 设 pls,b,%(s,t) 是 定义 在 领域 B 上 的 两 个 变量 s,t 的 二 元 函数 , (s,t) € 
已 时 , 车 恒 有 (pls,b,y(s,t) < D, 并 且 在 两 个 变量 z, y 的 二 元 函数 f(z,y) 的 定义 
域 包 含 领域 D 的 假设 条 件 下 , 考虑 复合 函数 f(p(s,,%(s, 日 ). 那么 , 若 (ss 
连续 , 并 且 f(z,y) 在 D 上 连续 , 则 f(p(s,i,up(s 汶 ) 连续 . 
定理 6.12 ”如 果 函 数 p(s,t),w(s,t) 关于 s, t 连续 可 微 , 并 且 函 数 f(z,y) 在 D 上 
关于 z, y 连续 可 微 , 那么 复合 函数 1(p(s,b,y(s,b) 关于 s, t 连续 可 微 . 
证 明 ”根据 定理 6.10，j(e(s,b,y(s,) 关于 s 和 + 都 可 偏 微 , 若 简 记 为 p = 
els,t, 轨 = us 浊 , 则 根据 (6.18) 式 ， 


flp0) = fe(ps tps + filp Yale ), 


BP) = felp os) + lpr delst) 


根据 假设 ,f(z,y), fy(z,y) 是 两 个 变量 zx, y 的 连续 函数 , 所 以 fz(p(s,t),(s,))， 
记 (p(s'b,y(sit) 是 两 个 变量 s, t 的 连续 函数 , 又 ps(s,t), vs(s,t), p(s,t), We(s, 
也 是 s,t 的 连续 函数 ,因此 9f(p, 少 /6s,8f(p,)/8t 关于 两 个 变量 z,y 连续 ， _ 
fp 了 如 ) = f(p(s,t)W(s 斩 ) 是 连续 可 微 函数 . 

定理 6.13 ”如 果 函 数 p(s,t),v(s,t) 关于 两 个 变量 s, t 可 微 , 并 且 函 数 f(z,y) 
DD 上 关于 两 个 变量 zx, y 可 微 , 那么 复合 函数 f(p(s,tj,%(s 斩 ) 关于 s, t 可 微 . 

证 明 设 z= els,b,y= (sb,z= flz,b), 并 且 设 对 应 于 s, t 的 增 量 As, At 的 
z, 2 z 的 增 量 分 别 为 Az, Ay, Az， 则 根据 (6.10) 式 ， 


Az= As 十 At 十 o(V(As)2 + (At)?), (6.21) 
久生 Ras + Rat + o( VA + (A), (6.22) 
Az= Az+ ge ol VAD) F(A. (6.23) 


因此 , 将 (6.21) 式 和 (6.22) 式 代入 (6.23) 式 的 右边 得 
Az = ( 祷 实 + 全 2) As+ ( 妥 妥 RB 久 ) At + o( VUAs) + CA). 


Or ps tds Or yn 
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即 z= jp(s,H,%(s 坟 ) 是 关于 变量 s, t 的 可 微 函数 . 口 
如 果 z = p(s,b,y = %(s,t) 是 两 个 变量 s, t 的 可 微 函数 , 并 且 z = f(z,y) 是 

两 个 变量 zx, y 的 可 微 函 数 , 那么 根据 上 述 证 明 ， 
8z _ 9zgz ,90y 
| Os brbs ByOs’ 
Oz Oz0r 8zby 


(6.24) 
KR HH Wy 

另外 , 对 每 个 变量 z, y, 车 利用 (6.19) 式 也 可 以 得 到 (6.24) 式 . 

定理 6.14 ”如 果 函 数 p(s,t),w(s,t) 关于 s,t 是 n 阶 连续 可 微 的 , 并 且 函 数 f(z,y) 
在 D 上 关于 z, y 是 n 阶 连续 可 微 的 , 那么 复合 函数 f(yp(s,t),w(s,t)) 关于 st 是 
n 阶 连续 可 微 的 . 

证 明 ”利用 归纳 法 证 明 .， 当 n =1 时 , 此 定理 可 归结 于 定理 6.12. 当 n = m-l, 
m > 2 时 , 假设 定理 6.14 成 立 . 现 考 察 n = m 时 的 情况 . 令 


Fl(s,t) = f(p(s,t), yls,t)) 


因为 关于 s, t 的 函数 F(s,b 的 m 阶 偏 导 函数 是 一 阶 偏 导 函数 F,(s,t) 或 Fi(s,t) 
的 mm-1 阶 偏 导 函 数 , 所 以 为 了 证 明 F(s,t) 是 m 阶 连续 可 微 的 , 先 证 明 F,(s,t) 及 
h(s,t) 是 mm-1 阶 连续 可 微 的 即 可 . 

根据 (6.18) 式 ， 


Fs(s,t) = fr(p(s,t), (st))ps(s,t) + fy(p(s,t), p(s,t)) ws(s, t). (6.25) 


因为 fz(z,y) 关于 z,y 是 m-1 阶 连续 可 微 的 , 所 以 根据 归纳 假设 , f(yp(s,t),(s,t)) 
关于 s, t 是 m-1 阶 连续 可 微 的 , 并 且 yp,(s,t) 关于 s, t 也 是 m 一 1 阶 连续 可 微 函 
数 . 令 p(z,y) = zy, 则 p(z,y) 关于 z, y 也 是 m1 阶 连续 可 微 的 . 所 以 , 根据 归纳 
假设 ， 
fro(p(s,t), (st))ps(s,t) = p(fz(p(s,t), p(s,t)), ps(s,t)) 

关于 s, t 是 m1 阶 连续 可 微 的 . 同 理 , 久 (p(s,b,%(s,b)ws(s, 关于 s,t 也 是 m1 
阶 连续 可 微 函数 ， 因 此 , 根据 (6.25) 式 , Fs(s,t) 关于 s,t 是 m-1 人 
及 (s,b) 关于 s,t 也 同样 是 m1 阶 连续 可 微 的 . 
推论 ”如果 函数 p(s,t),W(s,t) 是 s,t 的 8 多 类 函数 , 并 且 f(z,y) 是 DD 下 关于 

zy 的 Ge。 类 函数 , 那么 复合 函数 f(yp(s,t),w(s,)) 是 st 的 8% 类 函数 . 
例 6.8 ” 设 平面 R? 上 从 原点 O 到 点 P= (z,y) 的 距离 为 7, 线段 OP 与 = 轴 正 
向 的 夹 角 为 9, 则 根据 2.4 节 中 sin 9,cos9 的 定义 ， 


T=rcos0, y=rsing, 
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称 (r,b) 为 点 P= (z,y) 的 极 坐标 . 因为 z 三 7cos9,y 一 rsinb 是 两 个 变量 >, 6 的 
”类 函数 , 所 以 车 f(z,y) 是 R? 上 关于 z, y 的 二 阶 连续 可 微 函数 , 则 复合 函数 
2? 二 f(z,y) = f(rcos9,rsin9) 关于 7,9 是 二 阶 连续 可 微 的 . 


y, 


因为 
ac sg ng 红 - ou 
专 = cos0, 却 = sinb, 页 = —r sin 0, 本 一 rcosb， 
所 以 , 根据 (6.24) 式 ， 
Oz Oz Os ， az _ Oz ， Oz 
Dr 现 %osb+ 本 页 = -sin0+ 2 
因此 
zz 6z  ， Oz Hy 3 
Br = 08 0+28z0y 0sin0+ Ba sin 0, 
Pz _ Oz 2 2 Oz 2 Oz 2 Oz oz 
ri 2555” “nOcoe0+ Fa" cos 9 一 现 rcosg 一 和 rsinb， 
O22 Hs Hs Oz i Oz 
3 六-( 器 -器 ) sin oon0 + 7" (coe 0 一 sin 人 )- 殉 血 9+ 而 cos4. 
从 而 , 得 


Oz 10z 10z _ Oz 92z 


Dit ra tro B+ Ba 人 (6.26) 


例如 , 令 z = In V25 十 好 , 因为 z= lnr, 所 以 8z/8r = 1/7,8z2/8r? = -1/r2. 因此 
根据 (6.26) 式 ， 


(总 + 六 ) Va =0, (2,y) # (0,0). 


令 f(z,y) 是 关于 > 和 ? 的 多 项 式 , 则 f(z,y) 关于 z,y 可 偏 微 , 并 且 其 偏 导 函 
数 f(z,y), f(z,y) 也 是 多 项 式 . 因此 , z, y 的 多 项 式 关于 z， y 任意 阶 可 微 , 即 关 于 
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ZV 的 多 项 式 是 8 类 函数 . 因而 , 若 函 数 p(s,t),w(s,t) 在 某 个 领域 上 nn 阶 连 
续 可 微 , 则 根据 定理 6.14, p(s,b, %(s, 的 多 项 式 f(y(s,),w(s,t)) 也 在 EE 上 n 阶 
连续 可 微 . 

关于 z, y 的 有 理 式 gq(z,y) = f(z,y)/g(z,y)( 其 中 f(z,y),g(z,y) 是 zy 的 
多 项 式 ), 若 在 领域 D 上 g(z,y) 了 0, 则 它 关于 z, y 可 偏 微 , 并 且 其 偏 导 函 数 
gz(ZT,y), qv(z,y) 是 以 (g(z,y))? 为 分 母 的 有 理 式 ， 所 以 g(x,y) 是 D 上 关于 z,y 
的 多 类 函数 . 因此 , 函数 p(s,b,%(s, 在 巨 上 mn 阶 连续 可 微 , 并 且 若 g(y(s,t)， 
(sb) 天 0, 则 q(y(s,t),w(s,)) 也 在 E 上 nn 阶 连续 可 微 . 即 下 面 的 结论 成 立 . 
定理 6.15 ”如 果 定 义 在 某 领域 上 的 函数 f(z,y),g(z,y) 是 多 " 类 函数 , 则 f(z,y)， 
g(z,y) 的 多 项 式 为 多 " 类 函数 , 并 且 f(z,y),g(z,y) 的 有 理 式 , 若 其 分 母 不 为 0, 则 
它 是 B" 类 函数 . 进而 , 若 f(z,y),g(z,y) 为 x 类 函数 , 则 f(z,y),g(z,y) 的 多 项 
式 为 8% 类 函数 , 并 且 f(z,y),g(z,y) 的 有 理 式 , 若 其 分 母 不 为 0, 则 它 是 多 类 函 
数 . 

f) Taylor 公式 

关于 一 元 函数 的 Taylor 公式 (3.39) 中 , 将 z 用 a+ 六 替换 , 则 可 写成 


HH 月 = 国语 


0<0<1, 


在 本 小 节 中 我 们 将 此 公式 推广 到 二 元 函数 的 情况 . 

设 f(z,y) 是 定义 在 领域 D 上 的 B" 类 函数 , 4 = (ab 是 属于 DD 的 点 . 并 且 
对 于 点 P= (a 十 h,b 十 睛 ), 设 线 段 4P = {(a 二 th,b 十 克 )I0 < t+ < 1} 属于 DD. 那么 ， 
对 于 充分 小 的 正 实数 =， 


只 要 -e <t<1+e， 就 有 (a 十 th,b 十 大) e DD 成 立 . 


所 以 根据 定理 6.11, f(a + 二 ,5b 十 雁 ) 是 定义 在 开 区 间 (-<,1+e) 上 的 n 阶 连续 可 
微 函 数 . 再 根据 (6.18) 式 ， 


(n) 
Rs = f+ ON sn 
nl 


Ff(e +th,b+tk) = hfr(a + th,b+tk) + kfy(a + th, b+ tk). 
车 将 z=a 十 th,y =b+ 认 代入 上 式 右 端 , 得 到 两 个 变量 x,y 的 二 元 函数 : 
(4 六 6 ) fn) = hf + hy) 


则 右边 可 写成 和 
(过 十 声 ) f(a 二 th,b 十 礁 )， 
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即 

和 f(a+thb+th) = (a 芋 +t 坊 部 ) fe+th b+ tk). 
此 式 中 将 f(z,y) 用 (h68/8z +k8/6y)f(z,y) 痊 换 , 则 可 得 

入 f(a+tt b+tk) = (+ f(a+ th, b+ tk). 


当然 , 这 里 (h8/8z + k8/6y)? 表示 (h8/8z +k8/6y)(h8/8z 二 90/6y). 同 理 , 对 
于 小 于 n 的 任意 自然 数 m, 可 得 

人 Ef(e+ttth, 8 十 二) = (二 +h 吉 )】 7TG+ 呈 4 由 (6.27) 
令 F(t) = f(a 二 二 ,6b 十 认 ), 则 根据 Taylor 公式 (3.39), 当 -e <t<1+e 时 ， 


一 (0) 


F(t)=F(0) + t+ 


w/ (n—1) 
++ 人 1 十 已 ， 


= FO) 0<0<1 
nl 
显然 此 式 当 上 =1 时 也 成 立 , 所 以 , 若 令 t=1, 则 根据 (6.27) 式 ， 


f(a+ hb+k) = eat+ 开 十 ( 训 + fab)+Rs, (628) 


La 
及 = 直人 Bt 局) Ja+ghb+bk)，0<8<1. 


这 就 是 二 元 函数 的 Taylor 公式 . 
根据 定理 6.7， 在 (h8/6z 十 k0/8y)"mf(z,y) 中 ， 因 为 (8/8z)(8/8y) = 
(8/8y)(5/8z), 所 以 根据 二 项 式 定理 ， 


(全 + 二 /y= )m- re 


因为 (“= 于 于 ,p= 区 一 所 以 Taylor 公式 (6.28) 可 以 改写 成 


1 Or+taf(a,b) 
Pig 8zp8y 


fo+hb+RN= JI+ > jiPka + Rn, (6.29) 


1<ptagn—1 


1 bn 
站 一 一 一 一 了 大 2 
已 3, i BarBr (e+ Ob + OPKS, 0<0<1, 
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其 中 , 9r+4f(a,6)/9zr8y? 是 偏 导 函 数 9?14f(z,y)/8z?6y 在 z = a,y = 处 的 值 ， 
并 且 “表示 所 有 满足 1<p+9qg 和 mn-I1 的 非 负 整数 对 (p,q) 的 和 ; 2， 表 


pta<n— 
示 所 有 满足 219 二 二 n 的 非 负 整 数 对 (p,q) 的 和 , 称 已 , 为 余 项 . 令 z= we i 
则 (6.29) 式 可 以 改写 为 


三 1 Or"f(0,b) 6.30 
f(z,y) f+ 2 rr (z — a)?(y — b)’ + Rn, (6.30) 
1 Ortaf(é,n) 
Rn= :和 moo (vb) 


€=at+0(z—a), n=b+0(y—b), 0<0<1. 
使 线段 AP 包含 于 D 的 点 已 = (z,y) 的 全 体 集合 用 Da 表示 : Da = {PI4PC 
D}, 则 DA 显然 是 D 的 子 领域 . 在 Taylor 公式 (6.30) 中 当然 假设 了 (z,y) € Da. 
车 f(z,y) 为 Gee 类 函数 , 则 对 任意 自然 数 n, (6.30) 式 成 立 ， 此 时 , 若 在 某 领域 
W(A e W c Da) 上 的 每 一 点 处 ， 
人 
则 f(z,y) 作为 W 上 无 穷 级 数 的 和 , 可 以 表示 为 


fo) = ya d+ ”> 起 yb (631) 


g) 二 重 级 数 
运用 上 述 公式 (6.31), 对 二 重 级 数 进行 阐述 . 


Qn Q2n Qan Qmn 
Q13 023 033 Am3 
Ql2 Qa22 as am 
Qi Q21 41 * * * QOml 


称 这 样 排列 的 实数 为 二 重 序列 (double sequence), 记 为 {amn}. 若 全 体 自然 数 集合 
用 N 表示 , 则 二 重 序列 {amn} 是 定义 在 直 积 N x N 上 的 两 个 变量 m, n 的 二 元 函 
数 : a(m,n) = amn. 有 时 amn 也 写成 am,n. 
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定义 6.5 ” 设 {amn} 是 二 重 序列 . 如 果 存 在 一 个 实数 a, 使 得 对 于 任意 的 正 实数 6， 
存在 自然 数 no(e)， 


只 要 mm > no(e),n > no(e)， 就 有 |amn al <。 成立， 
那么 就 称 二 重 序 列 {ann} 收 敛 于 a, 记 为 


lim amn= ar- 
m—o0 


并 且 称 a 为 二 重 序列 {amn} 的 极限 或 极限 值 . 

与 数列 的 情况 相同 , 当 二 重 序列 收敛 于 某 实数 时 , 称 {amn} 收 敛 , 极限 lim amn 
存在 等 
定理 6.16 (Cauchy 判别 法 ) ”二 重 序列 {amn} 收 敛 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 正 
实数 e, 存在 自然 数 no(e), 使 得 

只 要 m>p>no(e)，n>q> no(e)， 就 有 |amn - ape| < 成立. (6.32) 


证 明 ”必要 条 件 显然 成 立 所 以 只 须 证 明 充 分 条 件 ， 即 证 明 满足 条 件 的 二 重 序 
列 {amn} 收 敛 于 某 个 实数 a 即 可 . 令 an = ann, 则 根据 (6.32) 式 ， 


当 n>g>no(e) 时 ，|an - aol < e. 


因此 根据 Cauchy 判别 法 (1.4 节 定 理 1.13), 数列 {an} 收敛 , 并 设 其 极限 为 a. 在 
(6.32) 式 中 如 果 分 别 用 p,q 替换 m, n 用 m, n 替换 q, 那么 


当 g >m>no(e), qn>no(e) 时 lamn 一 al <e. 
.因为 lm m= 所 以 
当 m> no(e)，n>nole) 时 ，lamn 一 a| <e. 
其 中 e 是 任意 的 正 实数 . 因此 二 重 序列 {ann} 收 敛 于 a 口 
二 重 序列 的 极限 lim amn 与 按 顺序 取 极 限 所 得 的 ,lim ,lim amn 和 lim 
sim amn 具有 不 同 的 含义 
例 6.9 令 amn = amn =2mn/(m? +m2), 则 im amn =0, lim amn = 0, 从 而 
lim ,lim amn = ,lim, ,lim, omn = 0, 但 是 极限 好 Qmn 不 存在 .这 是 因为 , 任 取 
自然 数 k, 并 且 令 m=kn 时 


2k 


Qmn = Qknn = 
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车 极限 a = lim am 存在 , 则 对 于 所 有 自然 数 a = 2k/(k2 + 1), 由 此 产生 矛盾 . 
例 6.10 令 amn = (-Dn/m+(-Dm/m 则 存在 极限 Jim amn = 0, 但 是 lim_amn 
和 lim_amn 都 不 存在 . > 

定理 6.17 ” 设 极限 a = 吉 amn 存在 . 如果 对 于 每 一 个 n, 极限 ,lim_amn 存 


在 , 那么 lim lim amn = a ”并 且 如 果 对 于 每 一 个 m, 极限 lim amn 存在 ， 那么 
sm, linn om 
证 明 ”根据 假设 , 对 于 任意 正 实数 =, 存在 自然 数 no(e), 使 得 
只 要 m > no(e)，n > no(e)， 就 有 |amn 一 al < e 成 立 . 
令 n= lim omn, 则 
当 n> no(e) 时 , | 一 al <e 成 立 . 


因此 ， im in =a. 口 
设 own] 是 二 重 序列 , 则 称 具有 


形式 的 式 子 为 二 重 级 数 (double series), 并 且 称 omn 为 它 的 项 . 对 于 二 重 级 数 , 称 级 数 
» on 为 简单 级 数 (simple series). 同 简单 级 数 的 情况 相同 , 对 于 二 重 级 数 bp Gann 
我 们 考虑 其 部 分 和 ， 二 

sm 一 》 》 an 


P=14=1 


当 二 重 序列 fswn} 收敛 时 , 称 二 重 级 数 》、onn 收 全 称 = Js 为 = 重 
级 数 的 和 , 并且 记 为 


mn=1 


当 一 重 序列 {son} 不 收敛 时 , 称 二 重 级 数 。 a 发 艇 . 另外 , 以 各 项 am 的 绝 


m,n=1 


对 值 lama| 为 项 的 二 重 级 数 “ 久 lown| 收敛 时 , 称 二 重 级 数 。 ormn 为 绝对 收 


mn=1 mn=1 
敛 . 
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令 


[Ww 


a 
Omn = DD lapal, 
td 


则 
当 m>p,n>g 时 ， |smn 一 spe| < omn 一 pg, 
所 以 根据 Cauchy 判别 法 (定理 6.16)， 绝对 收敛 的 二 重 级 数 是 收 化 的 . 
因为 
当 m>p，n>g 时 ，opg < omn, (6.33) 
所 以 若 {omn} 收敛 , 则 opg < ,lim, owmn, 因此 二 重 序列 {omn} 有 界 . 反之 ,车 fomn} 


有 界 , 则 {am} 收敛 . 这 是 因为 当 on。 = wow 时 , 序列 {0,) 有 界 , 并 且 根据 (6.33) 
式 , 它 单调 非 减 . 从 而 根据 1.5 节 定 理 1.20， {on} 收敛 . 并 且 根 据 (6.33) 式 , cv 介 


于 om 和 on 之 间 , 即 二 重 级 数 Di 绝对 收敛 的 充分 必要 条 件 是 对 于 所 有 的 
mn=1 

自然 数 m, n, 存在 满足 
DD lm sm (6.34) 


的 常数 M. 车 bp qmm 绝对 收敛 , 则 按 任意 的 顺序 将 所 有 的 项 a,,, ,, 排 成 一 列 得 


mn=1 


到 的 简单 级 数 也 绝对 收敛, 并 且 其 和 为 “六 ”ov 例如 简单 级 数 
1 


mmn= 
al 十 021 十 Ql2 十 … 十 an1 十 an-12 十 .… 十 aln 十 …. 
绝对 收敛 , 并 且 
oo oo 
2 六 aa (6.35) 
n=2p+g=n mn=1 


mmn=1 


Dap- Dap)< D> 5 led 0, 


p=1 g=1 n=2p+g=n n=m+1p+g=n 


所 以 
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即 (6.35) 式 成 立 
此 外 , 若 bb amn 绝对 收敛 , 则 对 于 每 一 个 m, 简单 级 数 Dom 绝对 收敛 ， 


m,n=1 


以 其 和 为 项 的 简单 级 数 》、 (So) 也 绝对 收敛 , 并 且 等 式 


m=1 \n=1 


oo oo 


Dns bp in (6.36) 


m=1n=1 mn=1 


成 立 ， [证 明 ] 根据 假设 , (6.34) 的 不 等 式 了 了 |aol < M 成 立 . 所 以 ,对 于 每 一 个 


p=1 g=1 


m lemal < Mn 因此 芝 onn 绝对 收敛 又 因为 
9=1 


所 以 并 (Be) 也 绝对 收 化 ， 车 考虑 部 分 和 sm = 了 am, 因为 极限 


m=1 \n=1 p=1 g=1 


im smn lim smn 存在 , 所 以 根据 定理 6.17， 


lim lim Smn = dim MAY 
m—0 Nn es 


即 (6.36) 式 成 立 . 口 
同 理 , 车 amn 绝对 收敛 , 则 > amn 绝对 收敛 ， 区 DB amn 也 绝对 收敛 ， 
mmn=1 n=1 m=1 
并 且 局 总 
DD yamn= D3 hi (6.37) 
n=lm=1 mn=1 


如 果 二 重 级 数 “》、anw 收 伍 , 但 非 绝对 收敛 时 称 二 重 级 数 ”了 ov 为 


mn=1 mn=l 


条 件 收敛 ， 二 重 级 数 的 条 件 收敛 是 复杂 的 . bb amn 的 各 项 amn 可 以 用 部 分 和 


mn=l1 
smn = D5 aps 表示 为 


p=1 q=1 


Qmn = Smn 一 Smn-1 — Sm-ln + Sm-l,n—1 


258 第 6 章 多 元 函数 


所 以 ,车 b> oo 收 全 则 ,hay amn = 0, 在 条 件 收 全 时 ，{amn] 未 必 有 办 


-， 2 
例 6.11 全 a ., 则 观察 


可 知 , 当 m > 3,n> 3 时 ， 


mn 
Smn = -3+》 > ar 


p=3 4=3 


因此 , 着 二 重 级 数 “》 ”own 收敛 , 则 Da 也 收敛 fann} 显 然 是 无 界 的 


mn=3 mn=1 


当 六 own 绝对 收敛 时 ，fann} 一 定 有 界 . 


mn=]1 
形 如 了 awnzmy" 的 二 重 级 数 称 为 两 个 变量 zy 的 震级 数 . 对 于 平面 R? 上 
mn=0 
的 点 (8&,), 闫 0,7 闫 0, 若 二 重 序列 {amn&™"} 有 界 , 则 当 |z| < | ly| < In| 时 ， 
知 级 数 》，amnz™y" 绝对 收效 .当然 二 重 序列 {amne""} 中 的 m,n 的 定义 域 
mn=0 
为 全 体 非 负 整 数 {0} UN. [证 明 ] 根据 假设 ， 
lamné"m7"| < M， M 是 常数 ， 
人 fo 
2 
又 因为 lzl/IE| < 1, lylyml <1, 所 以 
[ENET NA TNY 
光 Dewervi < 守则) (其 < 人 间 >( ) 


p00 加 
M |é| nl 


“Dm < +” 
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因此 ， 守 amnZ™y" 绝对 收敛， 口 
mn=0 
令 
Usen = {(z,9) llz| < él, lyl < I}, (6.38) 
即 (z,y) e Uen 时, 宕 级 数 》，amnz™y" 绝对 收敛 . 对 于 {amné™"} 有 界 的 所 


mmn=0 


有 的 点 (&,7), & 关 0,7n 关 0, 根据 (6.38) 式 可 分 别 确定 开 和 矩形 [ev 令 其 并 集 为 


G=UUem， 


G 显然 是 R? 上 的 领域 并且 若 (z,y) & G, 则 私 级 数 》、amnzmgn 绝对 收 化， 


mn=0 


反之 , 车 DD amnz™y” 绝 对 收敛 , 则 当 z 关 0,y 关 0 时 , (z,y) 属于 G 的 闭 包 
m,n=0 
[GJ]， 这 是 因为 , 此 时 根据 上 面 结果 [cy C G, 所 以 (z,y) es [UVz,y] c [GJ]， 因 此 当 
(zy) [GJ,z 关 0,y 关 0 时, 知 级 数 》，amnz"y" 不 绝对 收 化 . 称 领域 G 为 宕 级 
0 


mmn= 


数 “Damnzmy" 的 收敛 域 . 当 宕 级 数 5 awnz"y" 在 所 有 的 点 (2,4),z 产 0,9 


mn=0 mn=0 
0, 上 都 不 绝对 收敛 时 , 其 收敛 域 为 空 集 . 
如 在 前 一 小 节 结尾 处 所 述 , 对 于 4e W c Da (4 = (a,b)) 的 某 领域 W 的 每 
一 点 (z,y) 处 , 若 Taylor 公式 (6.30) 式 的 余 项 R, 当 n 一 oo 时 收敛 于 0, 则 在 W 
上 (6.31) 式 的 公式 : 


S 1 ntof(a,b) 
f(z,y) = f(a,b) + pr i A 


成 立 . 右边 作为 z 一 a,y -5 的 守 级 数 , 写成 


二 +n 
Dh 


mn=0 


假设 其 收敛 域 非 空 , 并 令 其 收敛 域 为 G, 则 根据 (6.31) 式 和 (6.35) 式 , 在 点 (a,6) 的 
邻 域 ?W NG 上 , f(z,y) 可 以 表示 为 = - a,y -6b 的 绝对 收敛 寒 级 数 的 和 : 
f= 3 GD omy By". (6.39) 


Im my 
no mn! Ormoy’ 


人 @ 称 包含 平面 上 点 A 的 任意 开 集合 为 4 的 邻 域 . 这 已 经 在 1.6 节 c) 中 阐述 . 
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此 公式 右 侧 的 守 级 数 称 为 以 点 (a,b 为 中 心 的 Taylor 级 数 , 或 者 称 为 f(z,y) 的 以 
(a,0) 为 中 心 的 Taylor 展开 . 用 (6.39) 式 的 形式 表示 的 f(z,y) 称 为 f(z,y) 的 以 
(a,5b) 为 中 心 的 Taylor 展开 . 
例 6.12 ” 举 一 个 非常 简单 的 定义 在 领域 D = {(z,y)llz+ 让 <1} 上 的 8% 类 
函数 : 

f(z,y) = Ty 
的 以 原点 (0,0) 为 中 心 的 Taylor 展开 的 例子 . 因为 


Omtnf(z,y) _ (m+n)! 
OrmOy" pa (1 一 z 一 2)m+n+l” 


所 以 , 以 (0,0) 为 中 心 的 f(z,y) 的 Taylor 展开 为 : 


和 mtn) m,n, (6.40) 
车 将 上 式 改写 成 如 (6.31) 式 右 边 的 级 数 , 则 根据 二 项 式 定理 ， 


i+ > i = 1 er 
n=1p+4q=n 
显然 , 当 lz 二 中 < 1 时 , 该 级 数 绝对 收敛 , 并 且 其 和 等 于 1/(1 -z 一 y) = f(z,Y). 
此 时 的 f(z,y) 在 定义 域 D 的 所 有 点 处 使 得 (6.31) 式 都 成 立 . 所 以 当 n 一 co 时 ， 
Taylor 公式 (6.30) 的 余 项 R 收敛 于 0. 但 是 , 当 lz 十 外 > 1 时 , Taylor 级 数 (6.40) 
式 不 一 定 绝对 收敛 . 若 (6.40) 式 绝对 收敛, 则 根据 (6.35) 式 ， 


Sl + bl)" -二 + gplyr = TH et! opm yl < +o0, 
n=0 m,n=0 


全 pq minl 


因而 , 必 有 |z|+lv| <1. 反之 ,车 |z|+lvy|<1, 则 
et 2 epP lur < 区 (lal + ly)" < +o0, 
p=0 g=0 


所 以 , (6.40) 式 绝对 收敛 . 因此 Taylor 级 数 (6.40) 式 的 收敛 域 是 G = {(z,g)llz|+ 
ly| < 1}, 并且 Taylor 展开 


= (m+n)! zmyn 
天生 y min! 


mn=0 
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仅 在 G 上 成 立 . 

定义 在 领域 D 上 的 Ge。 类 函数 f(x,y), 当 它 在 D 上 的 每 一 点 (a,b) 的 某 个 邻 
域 上 可 以 展 成 以 (a,0b) 为 中 心 的 Taylor 级 数 时 , 称 f(z,y) 为 两 个 变量 x,y 的 二 元 
实 解析 函数 . 


6.3 ”极限 的 顺序 


a) 极限 的 顺序 
假设 二 重 序列 {mn} 存在 极限 an = ,lim_amn。am = ,lim_amn 表示 对 于 任 
意 正 实数 <, 存在 自然 数 no(e,m), 使 得 


当 m > no(e,m) 时 ， 有 |amn 一 am| < 


一 般 地 , no(e,m) 也 与 m 有 关 . 如 果 此 处 假设 no(s,m) = no(e) 不 依赖 于 m, 则 称 
当下 一 00 时 , 关于 m, amn 收敛 于 am 是 一 致 的 , 或 者 称 amn 一 am(n 一 00) 关于 
m 一 致 收敛 , 或 者 称 当 n 一 co 时 , amn 关于 m 一 致 收敛 于 am. 

如 上 一 小 节 例 6.9 所 述 , 即使 lim。 Jim amn 存在 ，Jim amn 也 未 必 存 在 . 但 
是 如 果 匈 一 00 时， amn 关于 mm 一 致 收 仇 于 am, 并 且 见 一 co 时 ，am 收效 于 on 那 
么 二 重 序列 {amn} 收 仇 于 a: ,lim, amn = a [证 明 ] 对 于 任意 正 实数 <, 存在 自然 
数 no(e), mo(e), 使 得 on. 


当 m > mo(e) 时 ， |amn 一 am| <&, 
当 m > mo(e) 时 ，|am 一 al <&. 
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所 以 
当 mm > mo(e), n > no(e) 时 ，|amn 一 a| < 2e 成 立 . 
因此 ,lim_ amn = a- 口 


二 重 序列 {faonn} 是 定义 在 N x N 上 的 两 个 变量 m,n 的 二 元 函数 , 对 于 定义 
在 实 直 线 上 的 二 个 区 间 7,J 的 直 积 1 x J 上 的 两 个 变量 z,y 的 二 元 函数 f(z,y)， 
也 有 同样 的 结果 成 立 . 

如 果 当 z 固定 时 , f(z,y) 关于 y 连续 , 那么 对 于 每 一 个 be 小 lm f(z,Y) = 
f(z 当 此 收敛 是 关于 z 一 致 时 , 则 对 于 任意 的 正 实数 <, 存在 不 依赖 于 z 的 正 
实数 5(e) = 5(e,b), 使 得 


若 |y-b|<6(e)， 则 |f(z,9) 一 f(z,b)| <e 


成 立 , 称 函数 f(z,y) 关于 z 一 致 , 关于 y 连续 . 

如 果 函 数 f(z,g) 关于 z 连续 , 并 且 关于 z 一 致 , 关于 9 连续 , 那么 f(T,y) 作 
为 两 个 变量 z,g 的 二 元 函数 连续 . [证 明 ] 任 取 点 (a,5) e 了 x J 则 根据 假设 , 对 于 任 
意 正 实数 <, 存在 正 实数 6(e), 使 得 


只 要 ly 一 6| < 6(e)， 就 有 |f(z,9) 一 f(z,b)| <e 成 立 . 
又 因为 f(z,6) 关于 z 连续, 所 以 存在 正 实数 y(e), 使 得 
只 要 lz-al<?(e)， 就 有 |f(z,5b) 一 f(a,b)| <e 成立. 
所 以 
只 要 |z 一 a| <y(e)，ly 一 | <65(e)， 就 有 |f(z,y) 一 f(a,b)| < 2e 成 立 . 


因此 hm, fte,a) = f(as), 又 因为 (0 是 Tx J 上 任意 点 , 所 以 f(z,y) 是 两 
个 变量 xz,y 的 二 元 连续 函数 . 

令 f(z,y) 是 例 6.2 中 的 函数 ，f(z,y) 关于 z 和 y 都 连续 ， i 
量 z,y 的 二 元 函数 在 原点 (0,0) 处 不 连续 . f(z,0) = 0, 当 y 冯 0 时 , f(z,y) = 
2zy/(z? 十 大). 所 以 对 于 给 定 的 s, 0 <=< 1 要 证 明 


只 要 ly| <5， 就 有 |f(z,y) 一 f(z,0)| <。 成 立 ， 


显然 , 必须 要 求 不 等 式 
6<|zle/(1+ V1—e?) 
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成 立 . 因此 , 收敛 的 极限 fag= f(z,0) 关于 z 不 一 致 收敛 . 

定理 6.18 ”如 果 二 重 序列 {amn} 存在 极限 am = ,lim amn 和 ,lim_ amn, 并 且 
amn 一 am(n 一 oo) 的 收敛 关于 m 一 致 , 那么 极限 lim am = lm im amn 和 
lim ,lim amn 都 存在 , 并 且 等 式 


加 (ea) 
成 立 . 
证 明 ”根据 假设 , 对 于 任意 的 正 实数 <, 存在 自然 数 no(e), 使 得 
只 要 n> no(e)， 就 有 |amn 一 am| <e 成 立 . (6.42) 


又 对 于 每 一 个 n, 存在 自然 数 mo(le,n), 使 得 
只 要 mm > 大 > mo(e,n)， 就 有 |amn 一 akn| < 成立. 


因此 , 对 于 给 定 的 <, 若 确定 一 个 满足 n > mo(e) 的 mw 并 且 令 mo(e) = mo(e,m)， 
则 
|am — ak| 和 |am — amn| 十 |amn — akn| + |akn 一 akl， 
所 以 
只 要 m >k> mo(e)， 就 有 |am -ak| < 3e 成 立 ， 
其 中 = 是 任意 正 实数 . 因此 根据 Cauchy 判别 法 , 极限 lim am 存在 . 再 根据 (6.42) 
式 ， 
当 n> mo(e) 时 ， lim amn — lim am| <é 成 立 . 
因此 


lim lim Cn 一 im am = sm lim。 Gmn: 口 


根据 定理 6.18, 在 amn 一 am(n 一 co) 的 收敛 是 “关于 m 一 致 " 这 一 假设 下 ， 
极限 im lim。 amn 与 im。 和 im 的 顺序 无 关 , 即 改变 slim, 和 im 顺序 其 值 
不 变 . "但 在 没有 条 件 限制 时 , 它 不 成 立 . 
例 6.13 令 amn = (-D)"m/(m+n), 则 lim amn = 0, ,lim, lim amn = 0, 
im amn = (-1)", 但 是 极限 ,im ,lim amn = -lm (~ 1)" 不 存在 . 

又 如 ， 车 令 a =mjtmt， 则 各 Mme im lim。 amn = 0, im amn = 
1, 并 且 极 限 lim ,lim amn = 1 存在 ， “但 等 式 (6.41) 眉 不 成 立 因此 ， 根据 定理 6.18， 
amn 一 0(n 一 00) 的 收 敏 不 应 该 关于 m 一 致 . 事实 上 , 对 给 定 的 <,0 < e < 1, 若 当 
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n> no 时 , ann < 则 各 < <s(m 二 no 二 li, 所 以 no > (1/e 一 1)m 一 1. 因此 ,对 于 
所 有 的 m, 当 n > no(s) 时 , 不 存在 满足 on < s 的 no(e). 

二 重 序列 {amn} 是 定义 在 N x N 上 的 两 个 变量 m,n 的 二 元 函数 a(m,n) = 
amn， 如果 把 定义 在 实 直线 R 的 某 区 间 IT 上 的 函数 序列 {f(z)}, 看 作 是 定义 在 
TxN 上 的 关于 z 和 nn 的 函数 f(z,n) = f(z), 则 关于 函数 f(z,n) 上 述 定理 6.18 
的 结论 同样 成 立 . 即 当 函 数 序列 {f(z)} 在 区 间 I 上 一 致 收敛 时 , 对 于 点 ce 7, 若 
极限 lim f(z) 存在 , 则 极限 lim lim fn(z) 和 lim lim f(z) 都 存在 , 并 且 等 式 


一 co z 一 e 


lm lim fn(z) = ,lim lim fn(z) (6.43) 


成 立 . 特别 地 , 当 函 数 记 (z) 在 区 间 上 连续 且 { 扣 (z)} 一 致 收敛 时 , 对 于 任意 点 
ce lim fn(z) = fn(o), 所 以 根据 (6.43) 式 ， 
下 OA 


即 f(z) = lim fn(z) 在 工 上 连续 . 此 结果 符合 5.3 节 的 定理 5.5 的 (1). 
如 果 函 数 f(z) 在 闭 区 间 fo, 引 上 是 连续 , 并 且 函 数 序列 {f(z)} 在 [a 上 一 
致 收敛 那么 
dm 人 az= im fo (6.44) 


这 是 5.4 节 的 定理 5.8. 因为 定 积分 是 有 限 和 的 极限 , 所 以 定理 5.8 也 是 与 极限 的 顺 
序 有 关 的 定理 . 实际 上 用 定理 6.18 可 以 如 下 直接 证 明 (6.44) 式 : 如 4.1 节 定 理 4.2 
所 述 , 车 函数 g(z) 在 [外 上 连续 , 则 


IT ,1 k(b— 
rl A ZK 一 Q 十 他 二 


根据 已 知 条 件 , {f(z)} 在 [a,j 上 一 致 收敛, 所 以 f(z) = ,lim fn(z) 在 fo 外 上 连 
续 , 并 且 对 于 任意 的 正 实数 <, 存在 自然 数 no(e), 使 得 


当 n>nole) 时 ，|fn(z) - f(z)| < < 成立 . 


emn = 直 D fp)， om = 直 D f(x), 
k=1 k=1 


则 
当 n>no(e) 时 ，|amn 一 am| < < 成立 . 
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即 当 n 一 co 时 , amn 关于 m 一 致 收敛 于 am. 并 且 极限 
,mamn = 二 fn(z)dr 
存在 . 因此 , 根据 定理 6.18， 


b 
lim im amn = ,lim lim Qmn = mon = f(z)dz. 


所 以 b b 
im { ftwar = { fe. 0 
b) 积分 号 下 的 微 积 分 
引 理 6.1 ” 设 f(z,t) 是 定义 在 {(z,t)la < xz < b,0< |t 一 c| < p} 上 的 两 个 变量 z,t 
的 二 元 有 界 函 数 , 并 且 当 t 固定 时 , f(z,t) 是 关于 z 的 连续 函数 . 如 果 对 于 每 一 个 
z, 极限 f(z) = lim f(z,t) 存在 , 并 且 f(z) 关于 z 连续 , 那么 


lim / f(z,t)dr = | ， jlz)dz， flz) = lim f(z,t). (6.45) 
证 明 ”假设 (6.45) 式 不 成 立 , 则 对 于 某 正 实数 <, 存在 满足 


b b 
0<ltn—cl< 二 / f(z,tn)dr -/ f(z)dr| >e (6.46) 


的 数列 {ts}. 令 及 (z) = f(z,tn), 则 函数 序列 {f(z)} 在 闭 区 间 [a,4] 上 一 致 有 界 ， 
Jim fn(z) = f(z). 因此 根据 Arzela 定理 (5.4 节 定理 5.10),，lim sf fn(z)dz = 


* p(s)dz, 这 与 (6.46) 式 矛 盾 . 口 
” 当 函 数 f(z,t) 的 定义 域 是 {(z,D)la < z < 5b.0 <t-c<p} 或 者 是 {(z,t)la < 

z <b,-p<t-c<0} 时 , 此 引 理 仍然 成 立 . 
定理 6.19 ” 设 f(z,t) 是 定义 在 矩形 天 = {(z,t)la < z < b,a gt< PB} 上 的 有 界 
函数 , 并 且 当 + 固定 时 关于 z 连续 , 当 固定 时 关于 + 连续 . 那么 

(1) FD) = / f(z,t)dz 是 闭 区 间 [os Bj 上 的 关于 + 的 连续 函数 . 

(2) 车 /fc, 革 关于 可 偏 微 , 偏 导 函 数 f(z 在 KK 上 有 界 且 当 + 固定 时 关于 
z 连续 , 则 F(t) = 人 f(z,t)dz 是 关于 t 的 可 微 函数 , 并 且 其 导 函 数 为 


F(t)= f fe(z,t)dz (6.47) 
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(3) 


7 (f reou] dt =- (8 ed] dz. (6.48) 


证 阴 (1) 根据 引 理 6.1, 对 于 任意 点 c, a < c < 6， 


b b b 
jm / f(z,t)dz = [ lim f(z,t)dz = / flz, Odz, 
即 lim F(t) = F(o). 所 以 , F(t) 是 关于 t, a < t < 8 的 连续 函数 . 
(2) 对 于 任意 的 点 c, a < c < B, 只 须 证 明 函 数 F(t) 在 t = c 处 可 微 , 并 且 
F'(O) = / fi(zyc)dz 即 可 . 为 此 , 令 
qo) = Le) fe, agtgp, t#c6, 
当 t 固定 时 , gq(z,t) 关于 z 连续 . 根据 中 值 定理 (定理 3.5)， 
gqg(z,t) = fi(zic+blt 一 cj)，0<6<1， 
并 且 根 据 假设 , f(z,t) 有 界 从 而 g(z,t) 也 有 界 . 进而 根据 假设 ， lim ql(z, ¢) = fi(z, 0), 
并 且 fi(z,c) 关于 z 连续 . 因此 , 又 根据 引 理 6.1， 


二 b b 
更 = -站 cotz= floor. 


lim 


tt 一 


即 F(t) 在 t=c 处 可 微 , 并且 F'(c) = / fez, c)dzr. 
(3) 令 R 
slo) = | fodaw acts 有 
首先 验证 g(z,t) 满足 (2) 中 f(z,t) 的 条 件 . 因为 f(z,t) 在 K 上 有 界 , 即 存在 常数 
AM 满足 |f(z,t)| < M, 所 以 |g(z,t)| < M(B 一 a), 即 g(z,t) 在 K 上 也 有 界 . 根据 
(1), 当 t 固定 时 g(z,t) 关于 z 连续 . 当 z 固定 时 , 显然 g(z,t) 关于 上 连续 可 微 , 并 


且 gi(z,t) = f(z,t), 所 以 ge(z,t) 在 天 上 有 界 且 关 于 z 连续 . 因此 根据 (2), 对 于 函 
数 g(z,t), (6.47) 式 成 立 : 


Ef co = [ wlestar= sedan. 


根据 (1), 此 式 右 侧 是 关于 t 的 连续 函数 . 所 以 , 若 两 边 取 从 a 到 6 的 关于 上 的 积 
分 , 则 因为 g(z, a) = 0, 得 


[sear = f (fever) 此 
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六 ( [re ou) “=f ( A su) at. 0 


(6.47) 式 即 是 


即 得 


4 / . f(z,t)dz = /人 f(z,t)dz. (6.49) 


例如 太 ( f ree) 引 可 以 写成 广 此 三 Tte bd 利用 这 种 记 法 (6.48) 式 


可 改写 成 
人 ?a 站 站 / 这 人 “rte bd (6.50) 


(6.49) 式 和 (6.50) 式 表示 , 在 一 定 条 件 下 , 对 积分 reom 关于 + 进行 微分 或 积 
kw b 
分 , 只 须 对 它 的 被 积分 函数 f(z,t) 关于 t 进行 微分 或 积分 即 可 . 积分 / f(z,t)dz 


b 

的 被 积分 函数 f(z,t) 关于 + 的 微分 或 积分 称 为 / f(z,t)dz 在 积分 号 下 的 微分 或 
积分 . ° 

定义 在 矩形 K = {(z,t)la < z < b,a gt<B} 上 的 函数 f(z,t) 作为 两 个 变量 
zt 的 二 元 函数 , 车 在 K 上 连续 , 则 根据 6.1 节 的 定理 6.3, f(z,t) 在 K 上 有 界 . 可 
是 , 即使 函数 f(z,t) 当 t 固定 时 关于 z 连续; 当 z 固定 时 关于 + 连续 , 也 不 能 保证 
f(z,t) 在 K 上 有 界 . 
例 6.14 在 正方 形 {(z,t)l0<z<1,0<t<g1} 上 ,车 f(0,0) = 0,(z,t) A (0,0) 
时 , 定义 函数 f(z,t) = 2zt/(z2 十 妇 )2, 则 函数 f(z, 关于 z 和 上 都 连续 . 但 是 由 于 
GD = 282, 所 以 f(z 无 罩 , 此 时 f(z,0) =0, 所 以 F(0) = [f(z,0ar =0 

0 

当 上 >0 时 


1 
F(t) =/ f(z,t)dz = 


并 且 F(t) 在 t=0 处 不 连续 . 

车 f(z,t) 作为 两 个 变量 z,t 的 二 元 函数 在 K 上 连续 , 则 f(z,t) 在 K 上 有 界 ， 
从 而 定理 6.19 的 (1) 和 (3) 都 成 立 . 进而 如 果 在 K 上 存在 偏 导 函 数 fi(z,t), 使 得 
当 它 作为 二 元 函数 时 连续 , 那么 (2) 也 成 立 . 如 果 假 定 f(z,t) 或 者 fe(z,t) 是 两 个 
变量 z,t 的 二 元 连续 函数 , 那么 通过 对 本 节 的 a) 相同 的 一 致 性 收敛 的 讨论 , 可 以 不 
用 Arzelia 定理 也 能 证 明定 理 6.19?. 但 在 应 用 上 , 在 没有 这 样 的 限制 之 下 证 明定 理 
”加 高木 贞 治 《解析 概 沦 》, 参照 348. 


ee 
t+1) 
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6.19 将 更 加 方便 . 这 是 因为 , 给 定 的 函数 f(z,t) 或 者 其 偏 导 函 数 f(z,t) 关于 = 和 
t 都 连续 , 在 应 用 时 不 经 验证 而 承认 这 一 事实 . 
设 f(z,t) 是 在 矩形 K = {(z,t)la< z < ba<gt< PB} 上 有 界 且 关于 > 和 9% 连 
续 的 函数 , 并 且 其 积分 
$lu,t) = 人 fflz,bdz，a<usb 
是 两 个 变量 ut 的 二 元 函数 . 则 有 下 面 定理 . 
定理 6.20 (1) $(w,t) 是 两 个 变量 u,t 的 二 元 连续 函数 . 
(2) 车 存在 偏 导 函 数 f(z,t), 使 得 f(z,t), f(z,t) 都 是 两 个 变量 z,t 的 二 元 连 
续 函 数 , 则 5(u,t) 是 关于 两 个 变量 ut 的 二 元 连续 可 微 函 数 , 并 且 其 偏 导 函数 为 
Bu,t) = f(u,t), tw)= 及 filz,t)dz. 
证 明 ”(1) 根据 假设 , 存在 满足 |f(z,t)| < M 的 常数 M, 所 以 
[Bu,t) — $e,t)|= fi jo0| < Mlu— dl. 
因此 , 8(w,t) 关于 t 一 致 ,关于 连续 . 根据 定理 6.19 的 (1), 显然 B(uw,t) 关于 t 连 
续 , 所 以 根据 前 面 a) 中 开始 叙述 的 结果 , $(w,t) 是 两 个 变量 wt 的 二 元 连续 函数 . 
(2) Bu(w,t) = f(wt) 是 显然 的 . 所 以 根据 假设 , 本 (ut 是 两 个 变量 wut 的 二 
元 连续 函数 ， 此 外 , 根据 定理 6.19 的 (2), B.(wt) = / Ji(z,t)dr， 因 此 根据 (1)， 
Gu(u,t) 也 是 两 个 变量 ut 的 二 元 连续 函数 . 品 
例 6.15 为 了 对 积分 太 ztdt, t > 0 应 用 定理 6.19 的 (2), 我 们 令 f(z,t) = zt 
0 < x < 1,t > 0, 然后 讨论 函数 f(z,t) 和 它 的 偏 导 函数 fi(z,t) 的 性 质 、 赛 函数 
zt 是 定义 在 R+ = (0,+oo) 上 的 关于 z 的 函数 (2.3 节 b), 若 定义 f(0,t) = 0: = 
,mz = 0 则 /lz 是 关于 z 的 连续 函数 ， 显 然 f(z 关于 t 是 连续 的 并 且 
0< f(z,t) <1. 当天 (0,t)=0,0<z<1 时 ,根据 (3.20) 式 ， 
fi(z,t) =z:Inz. 
车 令 y = 1/zt, 则 根据 例 2.9， 


In 
,lim, f(z,t) = -3 Le =0. 


因此 f(z,t) 关于 z 连续 , 从 而 车 固定 t, 则 f(z,t) 有 界 : |fi(z, 旭 | < Mt， 显然 
Fe(z,) 关于 t 连续 , 并 且 当 上 > a > 0 时 ， 


Ife(z,t)| = zinz| < x° Inz| < Mo， 
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即 对 于 任意 的 正 实数 a, 当 t> a 时 , fi(z,t) 有 界 . 所 以 根据 定理 6.19 的 (2)， 


将 此 等 式 两 边 都 对 t 进行 微分 , 则 (3/3t)(z!Inz) = zt(Inz)? 关于 z,t 都 连续 ， 
并 且 因为 当 t> a > 0 时 有 界 , 所 以 


1 
2 
t a 
[ #* sa = i t>0. 


以 下 同 理 , 一 般 地 有 


y —1)"™n! 
/zardz= 人 t>0. 口 


5.4 节 的 定理 5.12 是 Arzela 定理 在 广义 积分 情况 下 的 推广 . 与 此 相对 应 , Arzel& 
定理 引出 的 定理 6.19 也 可 以 推广 到 广义 积分 的 情况 . 
引 理 6.2” 设 (zj(c(z) > 0) 是 区 间 (a,+o0) 上 的 连续 函数 , 并 且 人 > olzjdz< 
+oo. 再 设 f(z,t) 是 {(z,t)|z > a, 0< 此 -ec| < p} 上 满足 不 等 式 |f(z,t)| < clz) 
的 关于 z, t 的 函数 , 并 且 当 + 固定 时 关于 z 连续 . 那么 , 若 极限 f(z) = lim f(z,t) 
存在 且 关 于 z 连续 , 则 


十 oo 十 oo 
lim / f(z,t)dz = 人 f(z)dz. (6.51) 


证 了 明 ”此 证 明 是 用 定理 5.12 代替 Arzela 定理 , 除 此 之 外 与 引 理 6.1 的 证 明 完全 相 
同 . 即 车 假设 (6.51) 式 不 成 立 , 则 对 于 某 正 实数 <, 存在 满足 


0< |tn 一 c| < 二 [rem [sw >E 


的 数列 {tn}, 若 令 记 (z) = f(z,t), 则 在 区 间 (a， +00) 上 恒 有 lin(o)| < o(z), 并 
且 im 户 (z) = f(z)， 所 以 根据 定理 5.12，lim f(z)dz = / f(z)dz, 这 


与 假设 矛盾 . 这 里 (6.51) 式 的 广义 积分 J f(z,t)dz 和 J f(z)az 收敛 , 从 而 
fte,bl < o(z), 所 以 当 |f(z)| < o(z) 时 , 显然 有 总 olz)dz < +oo. 品 


270 第 6 章 多 元 函数 


定理 6.21 设 f(z,t) 是 定义 在 {(z 昌 lz > a,a <t< 8B} 上 的 z,t 的 函数 , 当 t 固 
定时 它 关于 = 连续 , 当 z 固定 时 它 关于 上 连续 , 并 且 存 在 区 间 (a, +oo) 上 的 关于 x 
的 连续 函数 o(z), 满足 c(z) > 0 时 ， [fs zjdz < +oo 且 不 等 式 |f(z,)| < o(z) 
恒 成 立 . 则 

(1) FO) = 人 - f(z,t)dz 是 关于 + 的 连续 函数 . 


人) 设 J(z,0) 关于 + 可 仿生 并 且 存在 满足 dd) 0 
关于 = 的 连续 函数 o1(z), 使 得 |A(z,b| < ca(z) 答 成 立 , 并 且 t 固定 时 f(z,) 关 
于 xz 连续 , 则 F(t) = 1/ jz,tdz 关于 + 可 微 , 并 且 


十 oo 十 oo 
&/ fdar= [fledar. (6.52) 


[uf tener [af eda (6.53) 


证 了 明 (1) 根据 引 理 6.2, 对 于 任意 的 c, a < c < 6， 


(3) 


m/e /pms {flegr 
从 而 (1) 显然 成 立 . 
(2) 任 取 点 c, a < c < B, 并 且 令 
jg- 


q(z,t) = 4 


， 了 天 c 
则 根据 中 值 定理 ， 
q(z,t) = f(z,c+0(t—e), 0<0<1, 
所 以 
la(z,t)| = |fe(z,c+ 0(t — oo)| < oa(z). 
此 外 , 当 t 固定 时 g(z,t) 关于 z 连续 且 lim gl(z,t) = fe(z,c). 因此 , 根据 引 理 6.2， 


lim O20 = lim 本 qd(z,t)dz = J fi(z, c)dz, 


t—e 去 一 人 tme 


即 F(t) 在 上 = ce 处 可 微 目 F'(c) = / 人 (zc)dz. 
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(3) 令 
gle) = {flea st 有 


则 |f(z, 如 | < ol(z), 故 lglz,bl < (8 -a)o(z)， 根据 (1), 函数 g(z,t) 关于 z 连 
续 . 因为 g(z,t) 关于 t 连续 可 微 且 gt(z,b = f(z,t), 所 以 ge(z,t) 关于 z 连续 且 
le(z,b| < o(z). 因此 根据 (2)， 

oo 十 oo 十 oo 
4 scbdz= 人 gata = f(z,t)dz. 


车 两 边关 于 t 从 a 到 6 积分 , 则 


[frees faf temo. 口 


定理 6.21 中 将 区 间 (a, +co) 换 成 任意 的 区 间 7, 结论 仍然 成 立 . 
例 6.16 ”考察 例 4.8 中 导入 的 函数 


+o0 
T(s) = / ez-1ldz,s>0, 
0 


此 式 右边 的 广义 积分 的 收敛 性 已 经 在 例 4.8 中 证 明 . 因为 当 0 < z < 1 时 , z* 是 关 
于 。 的 单调 递减 函数 ; 当 z > 1 时 , z* 是 关于 s 的 单调 递增 函数 , 所 以 将 积分 分 为 
两 部 分 , 写成 

T(s) = F(s) + G(s), 


F(s)= [ e-*z -ldz, G(s)= oi ezzs ldz. 
0 1 
任 取 实数 a,68, 0 < a< B, 并 且 令 as<s<p, 则 


+o0 
当 z>1 了 时 ，erszo-1< ezp-1， [ er-z*zp-ldz < T(B), 
1 


所 以 根据 定理 6.21 的 (1), G(s) 是 关于 s 的 连续 函数 . 又 因为 


Orz 1 = e-zze-lljnz = erzzeInz， 
Os I 
所 以 
当 z> 1 时， o< 2 < < (6.54) 


这 是 因为 , 若 令 p(z) = Inz/z, 则 p(1) = 0; 当 Zz > 1 时 yp(z) > 0, 并 且 导 函数 
ez) = (1 一 Inz)/z?, 当 1 < z<e 时 为 正 ; 当 z > e 时 为 负 , 所 以 p(z) 在 z=e 处 
有 最 大 值 p(e) = 1/e. 因此 , 当 z > 1 时 ， 


0 sjs-l 
页 。 2 


+o0 
Se "ly <e-* 17, / erz-lzpdz < BEE, 
1 
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从 而 根据 定理 6.21 的 (2), G(s) 可 微 , 并 且 
& to 
(s) = / ez nzdz. 
对 于 FF(s), 因为 
当 0< z 和 &l 时 ，er-zze-1 < er-zzoe-1， ed <T(a), 
o 
所 以 F(s) 是 关于 s 的 连续 函数 . 对 于 任意 给 定 的 20<e<a, 当 0<zsg1 时， 
le®z’ Inz| ge ?zl linz| = ero1. zs |nz|. 

若 令 y = 1/z<, 则 根据 (6.54) 式 ， 

zelnzl= 2 < 工 . 

Ey ~ee 


因此 , 当 0 < z < 1 时 ， 


-zs—1 


ezZa 一 8 一 1 1 
< 一 [ ez ldz < T(a 一 6). 
0 


0 
ky 
所 以 , F(s) 可 微 , 并 且 
ms)=/ ezze1lnzdz. 
0 


以 上 我 们 假定 了 a < s < 6, 其 中 a B 为 满足 0 < a < 8 的 任意 实数 . 因此 FT(s) 是 
区 间 (0, +co) 上 的 可 微 函 数 , 并 且 


+oo 
Tas 人 erzze lnzdz，s> 0. 
0 


在 积分 号 下 对 T(s) = 三 ”。-zze-ldz 微分 可 以 得 到 导 函 数 Te) 
0 
同 理 , F(s) 的 n 阶 导 函 数 为 


+o0 
To(s) = 让 erzzs-l(lnzjndz，s > 0. (6.55) 
0 


例 647 ”作为 定理 6.21 的 应 用 例子 , 现 用 述 着 名 的 积分 / mz, 的 古典 计 
0 
算 方法 . 我 们 首先 证 明 


+o0 
Ee p 

@ PT® cos| dx = 和 >0. 6.56 

1 (97) Fr? (6.56) 
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根据 
卫 
显然 (6.56) 式 左 全 的 广义 积分 是 绝对 收 伍 的 . 根据 分 部 积分 公式 (4.21) 式 ， 


fe™ cos(gz)dz = -le cos(qz) 一 /= sin(gr)dz, 


+o0 
|e-?® cos(qz)| < em， [ e-Prdzr = 
0 


/ er-Pzsin(qz)dz = -be sin(gz) 十 / -Pr cos(gz)dz 
所 以 


+o0 1 g/t™ 1 0 /tee 
[ er-pPz cos(gr)dr = 二 一 sf er*gin(gr)dr = 二 一 二 er-Pz cos(g7)dz. 
0 Pp PJo 了 0 


因此 (6.56) 式 成 立 . 此 外 , 车 因 定 an 则 e-m cos(gz) 是 关于 = 和 4 的 连续 函数 ， 并 
且 |e-mzcos(gzj| < er-zz， / er-zzdz < +oo, 所 以 根据 定理 6.21 的 (3), (6.56) 式 
0 


对 4 积分 得 ， 局 
Se gq 
人 Un bed Mra 
即 
[as = Aretang 
0 2 p 
若 再 次 对 4 积分 , 则 
To PN 2 
[ e a dz 人 9 
又 根据 (4.23) 式 ， 
retant dt=t Aretant- / 评 汪 =t Arctant— Sin +1), 
所 以 q 2 
2ady = 2-2nl( 全 
人 Aretangas on gm( 和 +1) 
因此 , 若 令 4= 1 则 
+o0 > 
/ em Sqr = Aretan 一 Sn(l 十 Z2) 十 plnp. (6.57) 


该 等 式 是 在 p > 0 的 情况 下 证 明 的 . 当 p > 0 时 ， 


1 一 cosz 三 
0 


pe 
关 后 


< 


1—cosz 
rz2 
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所 以 根据 定理 6.21 的 (1), 当 p > 0 时 左 侧 的 积分 是 关于 p 的 连续 函数 . 因为 关于 
z 的 函数 


在 区 间 [0,+oo) 上 连续 且 = > 0 时 , 0 < (1 一 cosz)/z? < 2/z2, 所 以 根据 4.3 节 定 理 
to0 

4.11 的 (2), 显然 [ 一 名 qz < +oo. 因此 对 等 式 (6.57) 取 当 p+0 时 的 极 
0 

限 得 


+ee 1 一 cosz 4 
/ dz 一 也 (6.58) 
又 根据 分 部 积分 公式 ， 
sinz 1 一 cosZ 1 工 一 cosZ 
/ 3 到 2 / 2Z2 4 
从 而 和 
sin 开 
人/ dr =. (6.59) 


6.4 nn 元 函数 


6.1 节 和 6.2 节 中 对 二 元 函数 的 结果 同样 可 以 推广 到 n 元 函数 上 . 下 面 阐述 其 
要 点 . 

nn 维 空间 R” 是 n 个 实数 组 (zl,zz, za,…,zn) 的 全 体 的 集合 , 并 且 Rn 的 点 为 
nn 个 实数 组 成 的 实数 组 已 = (zi1,z2,…, zn)(1.6 节 g)). 如 果 对 于 点 集 D c Rn 的 每 
一 个 点 P, 分 别 有 一 个 实数 与 之 对 应 , 那么 就 称 这 种 对 应 为 定义 在 D 上 的 函数 f. 
通过 对 应 f, 与 已 = (z1,z2,…,zn) 所 对 应 的 实数 > 称 为 了 在 P 处 的 值 , 记 为 


z= f(P)= f(z1,72,.…, Zn) 


函数 用 f(z1,z2,… ,zn) 来 表示 , 并 且 称 f(z1,z2,…,zn) 为 n 个 变量 z1,z2,…， 
zn 的 函数 . 函数 的 定义 域 、 值 域 的 含义 与 6.1 节 中 叙述 的 平面 上 点 集 时 相同 , 当 开 
集 U(U se R") 不 能 表示 为 无 共同 点 的 两 个 非 空 集合 的 并 集 时 , 称 U 为 连通 的 , 并 
且 称 连通 开 集 为 领域 , 领域 的 闭 包 为 闭 领域 . 

a) 函数 的 极限 和 连续 性 

6.1 节 中 的 讨论 适用 于 n 元 函数 .特别 是 与 函数 的 收敛 相关 的 Cauchy 判别 
法 (定理 6.11), 与 函数 一 致 连续 性 相关 的 定理 6.2, 与 连续 函数 的 最 大 值 和 最 小 
值 相关 的 定理 6.3, 以 及 与 定义 在 领域 或 闭 领域 上 连续 函数 的 值 域 相关 的 定理 6.4 
和 定理 6.5, 对 n 元 函数 仍然 者 成立， 此外, 如 果 fi(P), fo(P),…, fn(P), P = 
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(zl z2,……,Zn) 是 定义 在 DC R" 上 的 连续 函数 , p(w1,u2,… ,um) 是 定义 在 EE cc 
Rm 上 的 关于 wi, wu2,…, um 的 连续 函数 , 并 且 对 于 所 有 的 点 PeD, fi(P), f2(P),…， 
fm(P) e E. 那么 复合 函数 p(f1(P), f2(P),…, fm(P) 是 定义 在 D 上 的 关于 P=(z1， 
22，…, zn) 的 连续 函数 . 

b) 偏 微分 

设 z = f(z1,72,…,zn) 是 定义 在 领域 D Cc Rn 上 的 关于 zi,za,……,zn 的 
函数 ， 与 6.2 节 a) 中 所 述 二 元 函数 相同 ， 当 固定 z1,…,zj-1,zj410… ,zn, 把 
jz ,Tj-1Zj)2j+1,"…,Tn) 作为 zi 的 一 元 函数 时 , 若 f(z1,…,zj,…,zn) 可 
微 , 则 称 n 元 函数 f(z1,… ,zj,…,zn) 关于 zi 可 偏 微 , 称 作为 单 变量 zi 的 函数 
时 的 f(z1,…, zj,…, Zn) 的 微分 系数 为 n 元 函数 > = f(z1,…,zj,… ,zn) 关于 z) 
的 偏 微分 系数 , 并 且 用 8z/8zj, fz,(z1,… ,zj,…，,zn) 等 符号 表示 . 例如 

天 = fa (en za zn) = 四 了 tt 和 zz 一 Jr en). 
如 果 f(z1,…,zj,…,zn) 在 D 上 的 所 有 点 处 关于 zi 可 偏 微 , 就 称 n 个 变量 
zzn 的 函数 (zh 为 (zzj ,Tn) 关于 zj 的 
偏 导 函数 . 从 而 也 容易 理解 高 阶 偏 导 函数 


Pe sO dE Vg et 
BrjBrk Or; \Ork) “5 TI 
Oz 二 站 Oz ye ( 到 
Brigzijgzk Or OrjOTk = 所 szizi T1, T2, ,Tn), 
等 的 含义 . 
c) 可 微 性 


设 z = f(z1,72,…,Zn) 是 定义 某 领域 D Cc R" 上 的 n 个 变量 zi 32,… ,zn 
的 函数 , 并 且 (a1,a2,…,an) 是 属于 D 的 点 . 如 果 存 在 常数 A1, 42,…, An, 使 得 


jz sen) — fan an) = YD Aj(z; -ool 2 (wa) 


j= j=1 


成 立 ,那么 称 函数 f(z1,…,zn) 在 点 (a1,… ,an) 处 可 微 ,或 者 在 点 (a1,… ,an) 处 关 
于 zizz，…,zn 可 微 . 如 果 f(z1,…,zn) 在 (a1,…,an) 处 可 微 , 那么 f(z1,…, zn) 
在 (a1,…,an) 处 关于 每 一 个 变量 zj,j = 1,2,…,n 都 可 偏 微 , 并 且 


A = fz;(a1 ,jan). 


将 a1,…,an 用 21,… ,zn, ZT1,…,Zn 用 Zz1 十 Az1,…,zn 十 Azn 来 替换 , 并 且 令 
Az = f(z1 + ATl, ,Tn + Azn) — f(z1,… ,zn), 则 上 式 可 以 改写 成 
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Az = 下 An 十 0 ( Bs) t 
1 


Ft 


定义 z = f(z1,7z2,… ,zn) 的 全 微分 为 


dz=djte on) = Do fo (ees) A 


i=1 


因为 zj 的 全 微分 为 dz; = Az;, 所 以 
dz= > 晤 dr (6.60) 
j=1 


当 函 数 f(z1,z2,…,zn) 在 其 定义 域 D 的 每 一 点 处 都 可 微 时 , 称 函数 f(z1, 22,…， 
zn) 可 微 . 可 微 的 函数 f(z1,z2,… ,zn) 连续 且 关 于 每 一 变量 zj,7 = 1,2,…,n 都 
可 偏 微 . 

以 上 我 们 假定 了 领域 D 是 函数 f(z1,z2,… ,zn) 的 定义 域 . 当 领 域 D 是 函数 
f(z1,72，,… ,zn) 的 定义 域 的 子 集 时 , 函数 f(z1,z2,… ,zn) 在 D 上 连续 、 可 微 等 草 
会 将 f(z1,z2,…,zn) 的 定义 域 限制 到 DD 而 得 到 的 函数 fp(z1,z2,… ,zn) 是 连续 
函数 、 可 微 函数 等 . 

如 果 二 元 函数 f(z,y) 在 领域 D 上 偏 导 函 数 f(z,y), fy(z,y) 存在 且 连 续 , 那 
么 f(z,y) 在 D 上 可 微 (定理 6.6). 
定理 6.22 ”如 果 函 数 f(z1,z2,…,zn) 在 领域 D, D C R" 上 各 偏 导 函数 fi, (71， 
72…… Zn 二 1,2,…,n 存在 且 连 续 , 那么 f(z1,7z2,…,zn) 在 D 上 可 微 . 

证 明 与 定理 6.6 的 证 明 相同 . 

如 果 函 数 f(z1,z2，,…,zn) 在 领域 D 上 的 各 偏 导 数 fz,(zT1, 72,… ,zn),j = 
1,2,…,n 存在 且 连 续 , 那么 就 称 f(z1, 72,…,zn) 在 D 上 连续 可 微 . 根据 定理 6.22， 
连续 可 微 的 函数 必 可 微 . 

d) 偏 微分 顺序 
定理 6.23 ”如 果 函 数 f(z1,z2，… ,zn) 的 偏 导 函数 fi,(z1,… ,zn), fo, (Z1,*… ,zn)， 
fzjzr(T1… Zn), fzrzs(T1,…,zn) 在 领域 D 上 存在 且 连续 , 那么 


frizs (Tl Tj Tks Ln) = fzszr (Tl Tj Tks Ln) 


证 明 ”将 ZZj-1Zj#41… ,Tk-1 Zk+1,… ,Zn 固定 , 则 (zza……,zn) 五 Ee 
看 作 是 关于 zj, zk 的 二 元 函数 , 从 而 这 个 定理 可 以 归结 到 定理 6.7. 

定理 6.24 ”如 果 函 数 f(z1,72,… ,zn) 在 领域 D 上 关于 zj, zk 可 偏 微 ， 入 
函数 户 (zl，……,zn), 廊 (zi …zn) 可 微 , 那么 


frszs (Tl Tj Tk Tn) = frszr (Tl Tj Tks Tn). 
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这 个 定理 可 归结 到 Young 定理 (定理 6.8). 
e) 函数 的 类 
函数 f(zi ra,…,zn) 在 领域 D 上 m 阶 可 微 , 或 者 m 阶 连续 可 微 的 含义 是 
显然 的 . 当 定义 在 领域 D 上 的 函数 f(z1,72,…,zn) 在 D 上 m 阶 连续 可 微 时 , 称 
f(z1,T2，… ,Tn) 为 Gm 类 函数 , 当 flzl, zz,……,zn) 在 D 上 任意 阶 连续 可 微 时 , 称 
f(z1,22，… ,Tn) 为 多。 类 函数 . 
定义 在 领域 D 上 的 函数 z = f(z1,72,… ,zn) 是 m 阶 可 微 时 , 根据 定理 6.24， 
其 直至 m 阶 的 偏 导 函 数 
Oz D 0 0 
Br Om DnB Be” < 
人 


与 偏 微分 818ci,B/8ri……,B/azk 的 顺序 无 关 . 因此 , 直至 m 阶 为 止 的 偏 导 函 数 都 
可 写成 


Doa+ga+…+gnz 
Br ors .drm q+qg++qn sm. 

f) 复合 函数 

设 2 = g(W,yp,… ,ym) 是 定义 在 领域 Cc Rm 上 的 关于 ,yo,… ,ym 的 函 
数 , ye = fi(P) = 大 (zt zzzn), k= 1,2,…,m 是 定义 在 领域 D c R” 上 的 关 
于 卫 = (z1,z2,…,zn) 的 函数 . 当 Pe D, (及 (P),f2(P),…, fm(P)) e D 时 , 我 们 
讨论 复合 函数 > = g( 有 1(P), f2(P),…, fm(P)). 
定理 6.25 ”如 果 函 数 > = g(yi,y,… ,ym) 关于 加 ,pp，……,gm 可 微 , 并 且 y = 
大 (zi za) 大 = 1,2,…,m 关于 z1,72,… ,zn 可 微 , 那么 复合 函数 zx = 9( 户 
(zn) fm(T1,… ,Tn)) 关于 zi,za……zn 可 微 , 并 且 


Oz 0:0 | O04,... .0 Oym 


Br; or WBr; Oym OT; 


证 明 与 定理 6.3 的 证 明 相同 . 

推论 ”如 果 函 数 z = g(yi,yo，… ,ym) 关于 ,yo，… ,ym 连续 可 微 , yi = f(T1,…， 
zn),k 二 1,2,…,m， 关 于 z1,…,zn 连续 可 微 ， 那 么 复合 函数 > = g(fi 
(Zi Zn) fm(T1,… ,Zn)) 是 关于 Zz1,z2,… ,zn 的 连续 可 微 函 数 . 

定理 6.26 《如果 z = g(y1,y2,… ,Ym) 关于 y,y2,…,ym 是 v 阶 连续 可 微 的 ， 
yk = 大 (zzn)) 大 = 1,2,…,m, 关于 zuza…,zn 是 v 阶 连续 可 微 的 , 那么 复 
合 函 数 > = g( 及 (Z1,… ,Zn),… ,fm(T1,…,Tn)) 是 关于 z1,72,…,zn 的 vv 阶 连续 
可 微 函数 . 

证 明 ”证 明 与 定理 6.14 相同 , 可 以 通过 对 v 使 用 归纳 法 来 证 明 . 口 


(6.61) 
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推论 ”如 果 z = g(y1,…,ym) 是 关于 1,… ,ym 的 多 ”类 函数 ,yi = 大 (zzn)， 
大 = 1,2,…,m 是 关于 z1,… ,zn 的 BB 类 函数 , 那么 复合 函数 z = g( 有 (71,…， 
zn) ,fm(Z1,… ,Zn)) 是 关于 z1,z2，,… ,zn 的 ”类 函数 . 

g) Taylor 公式 

二 元 函数 的 Taylor 公式 (6.30) 也 可 以 推广 到 元 函数 的 情况 . 设 f(z1,…, zn) 
是 领域 D Cc R* 上 的 m 阶 连续 可 微 函数 , 并 且 4 = (a1,…,an) eE D, Da= {Pe 
DIAP c D}. 为 方便 起 见 , 令 


Drma+ma+…+mn 


Jon)(zl Zn) = 0 Ln), 
则 当 (z1,z2,…,zn) < Da 时 ， 
J(zl ,Tn) = > Cmn (D1 — A)™ ee (Tn — an)™ + Rom, 
m+"+tmnsm—l 
fmn) (a , an) 


Cmiima 一 


mtm2lmn! 


fm (én bn 


) my mn 
ml ml or (Pe ns 


到 元 人 
m+"+tmn=m 
所 =al+gb(zi 一 al) ,én =an+OrTn—an),, 0<0<1. 
这 就 是 Taylor 公式 . 
当 f(z1,7z2,…,zn) 是 D 上 的 多 =。 类 函数 时 , 对 于 所 有 的 自然 数 m, Taylor 公 
式 都 成 立 . 所 以 , 若 不 考虑 收敛 , 则 “Taylor 级 数 ” 可 写成 


oo 


Demmam sl — aD)™ (m2 — 0)™ (rn — an)™. 


mumaw mn=0 


nn 个 变量 ,to2,… ,tn 的 蜂 级 数 


Demmamat tt 
mi mn=0 
的 绝对 收敛 性 是 显然 的 .与 6.2 节 g) 中 撤 述 的 二 元 徊 级 数 情 况 相同 , 若 对 于 mm > 
0,72 > 0,… ,Tn > 0, n 重 数列 


{Emmama TI 2 Tm) 


有 界 , 则 当 |z1 - aa| < mlza 一 a2| < To,…, |zn 一 an| < Tn 时 , 备 级 数 


Cmma--ma (Tl — 01)™ (72 — 02)™ (Zn — an)™™ (6.62) 
mima, mn=0 
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绝对 收敛 . 对 于 满足 {cmmz…ma77*72?…78"} 有 界 的 所 有 的 1 > 0,72 > 0,…， 
Tn > 0, 称 并 集 


G= Uf(zubza ,Tn) zi — a < Ti zn — an| < Tn} 


为 赛 级 数 (6.62) 式 的 收敛 域 . G 是 非 空 集合 时 , 在 点 4 = (a1,…,an) 的 某 个 邻 域 
W c GN Da 处 , 若 当 m 一 oo 时, 恒 有 Rm 一 0, 则 f(z1,…,zn) 可 以 表示 为 W 
上 绝对 收敛 的 血 级 数 的 和 


(zh az)= Dcmmams (Tl — 0)™ (Tn — an)™. (6.63) 
mmn=0 

称 此 式 右边 的 赛 级 数 为 以 点 (a1,a2,… ,an) 为 中 心 的 Taylor 级 数 , 或 者 称 f(z1,…， 
zn) 为 以 点 (a1,42,…,an) 为 中 心 的 Taylor 展开 , 当 f(z1,… ,zn) 表示 为 (6.63) 式 
的 形式 时 , 称 函数 f(z1,… ,zn) 展 成 以 点 (a1,a2,… ,an) 为 中 心 的 Taylor 级 数 . 定 
义 在 领域 D c R" 上 的 n 个 变量 z1,…,zn 的 函数 f(z1,…,zn), 如 果 在 属于 D 的 
每 一 点 (a1,…,an) 的 某 邻 域 上 能 够 展 成 以 (a1,…,an) 为 中 心 的 Taylor 级 数 , 则 
称 f(z1,…,zn) 为 关于 z1,… ,zn 的 实 解析 函数 . 
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证 明 当 f(0,0) = 0, (z,y) 0 时 , 关于 zx,y 的 二 元 函数 f(z,2) = 和 在 平面 上 处 处 连 


Z2 十 22 
续 , 并 且 关 于 z,y 都 可 偏 微 , 但 是 在 原点 (0,0) 处 不 可 微 (三 村 征 雄 《微分 积分 学 》,p.237， 
习题 4). 
46. 设 f(z,y) 是 平面 领域 D 上 的 关于 z,y 的 二 元 可 微 函数 . 车 在 点 (zo,yo) e D 处 ， 
f(z,y) 取得 最 大 值 或 者 最 小 值 , 则 f(zo,yo) = 3 Ww)= 


47. 求 在 全 平面 上 定义 的 关于 z,y 的 二 元 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


45. 


加 


2Z2 村 党 十 1 
48. 求 积分 大 Ga) dz 的 值 ( 试 对 (6.58) 式 进行 变形 ). 


(nm 是 自然 数 ) 的 值 (对 VA + > 0 的 两 边关 于 t 


49. 求 积分 > Gy 
进行 n 一 1 次 微分 )- 
50. 求 积分 大 zane-mdz 的 值 . 


. 证 明 : 当 函 数 f(z) 在 区 间 [0, +oo) 上 连续 且 有 界 时 ， 


2 = 2 


a 
时 


lim 人 Jam ar = F700) 


一 十 co 


第 7 章 ”积分 法 则 (多 元 ) 


7.1 积 分 


首先 叙述 二 元 函数 的 积分 . 

a) 积分 的 定义 

当 了 J 是 实 直线 及 上 的 区 间 时 , 称 直 积 TxJ = {(z,y)lz eye 全 为 
R? = R x R 上 的 区 间 . 当 工 = [a,9],J = [c,d] 是 闭 区 间 时 , 称 


K=IxJ={(zylasr sbcsysd} 


为 平面 有 ?上 的 闭 区 间 . 在 本 章 中 , 为 方便 起 见 又 称 闭 区 间 K 为 矩形 . 即 本 章 中 约 
定 平面 R 上 的 矩形 是 指 其 边 与 坐标 轴 平 行 的 矩形 . 

车 f(z,y) 在 矩形 天 = {(zylae < z < b,c < y < d} 上 是 关于 变量 zy 
的 二 元 函数 ， 则 在 K 上 f(z,y) 的 定 积分 的 定义 方法 与 单 变量 连续 函数 f(z) 的 
定 积 分 / f(z)dz 的 定义 方法 是 相同 的 ， 即 若 将 区 间 了 = [a,9], = [c,d] 分 别 
用 分 点 moa yaznh a < zi < zo < < D1 < HL < Tm-l <b, 
Yn Yk 1 < dd, 分割 成 m 个 区 间 
五 = [zj-142j],j = 1,2,…, m 和 nn 个 区 间 = 区 -办 = 1,2,…, n, 则 和 矩形 
K=1x J 被 分 割 为 mn 个 小 矩形 : 


Kr = 1; x J = {(2,9) zi < TS Tj,Yk-1 < Y < Yk) 
j=1,2,.…,m, k=1,2,.…,n, 
其 中 z0 = a, zm =b,yo = cyn = d. 点 集 {70,z1,…,zm} 和 {yo,W1,…,yn} 组 成 
的 对 用 
A= ({zoza pzmj,{fyoy , Yn}) 


表示 , 并 称 此 分 割 为 矩形 K 的 分 割 4. 对 于 K 的 分 割 4, 在 每 一 个 小 矩形 Kj 中 
任意 选取 一 点 Pik = (SkyTjkhj,zi-1 < jk < TiMk-l < Tk < Yk, 并 且 令 


oa = DD f(r nn)(z; — zi-1) (yk — Ye-1), 


j=1 k=1 
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显然 (zj 一 zj_1)(yk 一 办 -1) 是 小 矩形 Kx 的 面积 . 小 矩形 Kjx 的 直径 的 最 大 值 用 


dA = my (下 — Ti-1)? + (yk — Yk-1)? 
表示 . 则 当 5[A] 一 0 时 , 存在 04 的 极限 


守恒 
“io 


即 存在 实数 。 使 得 对 于 任意 正 实数 <, 存在 正 实数 5(e), 只 要 5[A] < 6(e), 那么 无 
论 K 的 分 割 4 与 点 Pk = (&jk,mk) 如 何 选取 , 都 有 


lesa—sl<e. 


= (Eo) 


[证 明 ] 证 明 过 程 与 前 文 对 一 元 函数 的 证 明 相同 . 根据 定理 6.3, f(z,y) 在 每 一 
个 矩形 Kj 上 都 具有 最 大 值 Mj 和 最 小 值 jjx. 令 


Sa = DM- 1) (yk — Yk-1), 


j=1 


sA= i — Tj-1) (Vk — Yk—1), 
j=1 k=1 
则 
Mik < Se) < Mjk, 
所 以 


sA < 0A Sa: (7.1) 


另 一 方面 , 根据 定理 6.2, f(z,y) 在 K 上 一 致 连续 , 即 对 于 任意 正 实数 =, 存在 正 实 
数 5(e), 使 得 对 于 属于 天 的 两 点 (z,y) 和 (z',)， 


若 VGz7+GC-VY5<ie)， 则 lf(z,y) -fe | <e. 
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所 以 ,只 要 5[A] < 5(e), 就 有 Mik 一 Aik < <. 因此 小 矩形 Kjx 的 面积 (zj 一 2j_1)(yx 一 
Vk-1) 的 总 和 与 K 的 面积 (6 一 a)(d 一 <) 相等 , 从 而 


[Ww 
MM: 


SA—-saA<e (Zi — Tj-_1)(yk — Yk-1) = e(b — a)(d — ce). 


j=1 kk 


车 将 5(e/(b 一 a)(d 一 0)) 改写 成 5(e), 则 


1 


只 要 5[4] < 6(e)， 就 有 S54 一 ssa < 成 立 . (7.2) 


对 于 矩形 K 的 任意 分 割 A = ({z6,z4,…,24}, {96,V,…,), 将 A 和 4 的 
分 点 合并 得 到 K 的 分 割 , 即 由 


{20, 74,7 ,2p} = {zoz pnyzmU{fz0z1 zh 
on 
得 到 K 的 分 割 为 
A” = (fg 
并 且 任 意 取 点 (6%, 听 ,),zX_1 < ,< WW-1< 收 ,< WWW， 令 
tA | 
oa" = DD FE ) (2 — (WW). 
A=1v=1 


假设 zj-1 = ,zj = zk-1= 砍 ,多 = 约 , 则 小 矩形 Kjx 在 分 割 4” 之 下 被 分 割 
成 (o 一 p)(7 -月 个 小 矩形 K4, 和 =p+1,p+2,… 0, v=k 十 lk 二 2,…,T 且 
Hi < (和 ,路 ,). 所 以 


Hsk(Ti — Zi)Ye — Ye) < > >》 FEL MY DW -Wn). 


A=p+1v=r+1 
因此 
8A < oA”, 
同 理 
oa & Sa'. 
所 以 


sA < Sa'. 
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因此 , 若 考虑 矩形 K 所 有 的 分 割 , 则 可 以 确定 对 应 于 sa 的 全 体 集合 的 上 确 界 
3 = supsa. 
显然 s < SA,, 又 因为 4' 是 任意 的 分 割 , 所 以 
SA 和 SS 和 54. 


因此 , 根据 (7.1) 式 和 (7.2) 式 , 当 6[4] < 6(e) 时 , 就 有 lca 一 s| < < 
定义 7.1 称 s=， i 004 为 矩形 K = rie 


f(z,y) 的 积分 ， me f(z,y) 在 K 上 的 积分 , 用 符号 f(z,y)drdy 表示 : 
few = pe Ee -an 0 


求解 积分 f(z,y)dzdy 的 过 程 称 为 在 K 上 对 f(z, 奶 积分 . 积分 人 jz)dzdy 


b d 
又 可 以 用 符号 人 帮 fwaray 来 表示 : 


b d 
ff rewardy= ,th DDH Wn) (7; — £21) (Wk — ye-1). 


9031 kh=1 


b d 
此 式 左边 的 这 种 形式 称 为 二 重 积分 (double integral). 让 1 f(z,y)dzdy 上 的 变 


量 z,y 称 为 积分 变量 ， 这 与 一 元 函数 的 定 积分 的 情况 相同 . 车 令 f(&jk,m;k) = 
f(Pjr), Pik = (和 mi)， wik = (2 — Tj-1) (Yk — Vk-1), 则 (7.3) 式 可 写成 


上 fu Wardy = ,ps De (74) 
采用 这 种 记 法 , 车 令 f(P) = f(z,), P= (z, 切 ， 则 积分 A f(z,y)dzdy 可 以 简 记 为 
J sp 
b) 积分 的 性 质 


下 面 的 定理 与 描述 一 元 函数 定 积分 性 质 的 定理 4.1 类 似 . 
定理 7.1 ” 设 f(P) = f(z,y),9(P) = 9g(z,y)(P = (z,) 是 定义 在 矩形 天 = 
{(z,y)la < z < b,c<y<d} 上 的 连续 函数 . 
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( 设 e=ao<aa< :<ah< :<ap 一 多 c= 加 < 位 < < 和 < < 


ys = 并且 革 将 KK 分 割 成 pg 个 小 矩形 
Kni={(z,y)lan-1 ST < ony- Sy SN} h=1,2,.,p, i= 1,2,...,9, 
则 有 
人 f(z,y)drdy = 7 f(z,y)drdy. (7.5) 
h=1 i=1" Kns 
(2) 当 cucz 为 任意 常数 时 ， 
人 rmD+os(P)is=a /Pao+o /stPiau (7.6) 
K K K 
(3) 在 矩形 K 上 车 恒 有 f(z,y) > g(z,y)， 
f sawaray > {gle Waray, 
K kK 
并 且 除 去 K 上 f(z,y) = g(z,y) 的 情况 外 ， 
/ f(z,y)drdy > 人/ g(z,y)dzdy. 
K K 
(9) 
| J sewaray < { en waray. (77) 
K K 


证 明 (1) 在 积分 定义 7.1 中 , 选取 分 割 A 为 an € {zo0,z1,… ,zm}, Yi efyo oa 
Yn), 并 令 an = zi = ykti), 则 若 采 用 (7.4) 式 的 记 法 , 则 


q J(h) k(i) 


n p 
DiPr)on=), 2 D> ffPr)win 
1 kl h=1 i=1 j=j(h—1)+1 k=k(i—1)+1 
在 此 式 两 边 , 若 当 5[4] 一 0 时 取 极 限 , 则 可 直接 获得 (7.5) 式 . 
(2)、(3)、(4) 和 定理 4.1 的 (2)、(3)、(4)、(5) 的 证 明 过 程 相同 . 口 
(7.5) 又 可 改写 成 


三 /rena=- > 之 广 VA f(s, Wdzrdy. 


h=1 i=1 ”ch 一 1 
一 般 地 , 对 于 点 集 S Cc R", S 的 开 核 , 即 8 的 内 点 全 体 组 成 的 集合 用 (5) 来 
表示 ?. 例如 , 矩形 天 = {(z,y)la < z < b,c < y < d} 的 开 核 (K) = {(z,y)la < 


@ 开 核 的 表示 没有 统一 的 符号 , 此 处 采用 高 木 真 治 《 解 析 概 论 》 的 记 法 , 用 ( ) 来 表示 . 这 与 表示 开 区 
间 的 符号 (a, 5) 类 似 . 


IW 


ww 
外 


71 积 分 285 


Zz <bc<y < 中. 如 果 矩 形 天 可 以 用 任意 两 个 都 没有 公共 内 点 的 有 限 个 矩形 K、 
(=1,2,…,v) 的 并 集 


K=KiUK2U:.UKAU:UK,, (KM)N(Kp)=2 (MN#7) 
表示 , 那么 就 称 K 被 分 割 成 有 限 个 矩形 Ki1,…, Ks,…, Kw. 定理 7.1 的 (1) 中 ,K 
被 分 割 成 pq 个 矩形 Kni 就 是 其 中 一 例 . 
定理 7.2 设 f(z,y) 在 矩形 K = {(z,yla<rz<bcsysd} 上 连续 , 则 当 KK 被 
分 割 成 v 个 答 形 Ki1, Kz,…, K、,…, Kv 时 , 就 有 


人 fodrdy = > 人 f(z,y)drdy. (7.8) 


证 明 取 Ks={(z,wWlaa <z<byc Sy < dd) 并 且 设 实数 a1,b1,a2,b2,… ,a 
ba sa dy 中 将 互 异 的 项 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 而 得 到 的 有 限 数 列 为 ao0, a1,…， 
an Qtp; 实数 cl dcNyGA ,Cv dy 中 将 互 异 的 项 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 而 
得 到 的 有 限 数列 为 yo,m,… ,Yi,…,Yg. 则 显然 有 a=ao < aa <…<ap=bc= 
%<m<.…<Nm=d 令 


Kni = {(2,Wlon-1 < 7 < on YM-1 SY < i} 


车 ah = ak bX = ah cx = YN) A 一 Ti， 则 矩形 K、 被 分 割 成 (h( 和 ) 一 
(和 ))(i( 和 ) - FA) 个 小 矩形 Ka h = CA) 十 1 RAY 一 j( 和 ) 二 1.…,i(). ( 参 
考 上 图 , 例如 , 若 oa = az,b = a4,c2 = Yrdz = 2, 则 K2 被 分 割 成 4 个 矩形 
Ka1, Ka Ka2, Ka2-) 因此 , 根据 定理 7.1 的 (1)， 
ARCA) i(X) 
人 f(zWardy= 5 > f(z,y)drdy. (7.9) 


h=kO)+1 i=jO+1" Kn 
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车 首先 将 K 分 割 成 v 个 矩形 K、, 和 = 1,2,…,v, 然后 将 每 一 个 天 分割 成 小 矩形 
Khis h =k(A) +1,…,h( 和 A),i = j( 和 A) 十 1,…,i( 和 ) , 则 天 最 终 被 分 割 成 pg 个 小 矩形 
Ki h = 1,2,…,p,k = 1,2,…,g. 因此 , 根据 (7.5) 式 和 (7.9) 式 ， 


人 fodrdy = 人 Je,y)dzdy = 下 f(zy)dzdy. OO 


h=1 i=1 
c) 累 次 积分 
若 两 个 变量 z,y 的 二 元 函数 f(s, 在 矩形 K={(zWla<z<bcs<ysd} 


上 连续 , 则 根据 定理 6.19 的 (1)， f(z,y)dz 在 区 间 [c,d] 上 是 关于 y 的 连续 函数 ， 


从 而 定 积分 本 
[ dy [ sewer={ ( / tar) dy 


b pd d b 

/ / je)dzdy = 站 dy / f(z,y)dz. (7.10) 

证 了 明 ”考虑 矩形 K 的 任意 分 割 A = ({zo,z1,… ,zm}, {yo Vi,yn}), a = zo < 
T1<.<zm=bc=Wo< 轴 <…<wr=d. 明 然 有 


[uf f(z,y)dz = 广 wf sey (eg)dr， 


k=1 ve- 


存在 . 
定理 7.3 


但 是 由 于 / “f(z,)az 是 y 的 连续 函数 ,所 以 根据 中 值 定理 (定理 4.2), 存在 内 
满足 


Vk b b 
di ,yy)dz = ,Mk)dT - — Yk—1), Yk— » 
的 sf f(z,y)dr | sm) (yk — Yk—1), Yk-1 < Mk < Yk 
因此 


[uf f(z,W)dz = >/ f(z,m)dz (ks — Ye-1). 


同 理 , 根据 中 值 定理 , 存在 &jx 满足 


J f(z nm)dzr = FE ME) Ti — 2j-1), Tj-1 < jk < Lj 


所 以 
六 f(z, mdr = SFE m) (ey — 71). 


j=1 
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因此 ， 
d b m n 
fav f feewar = DD fm -sD mt). 
wy a j=1 k=1 
当 5[4] 一 0 时 , 对 该 等 式 取 极 限 , 可 得 


/ ay / "f(z, War = / / "f(g, Waray. 0 


定理 73 表明 了 二 重 积分 就 是 一 元 函数 积分 的 反复 应 用 , 称 "ay / "f(a de 
形式 的 积分 为 黑 次 积分 (repeated integral). 将 z 和 y 进行 替换 , 则 。““ 


ff sew = fas [swan (7.11) 
所 以 可 二 

[sf svar = / dz 人 jz,g)dy 
这 就 是 等 式 (6.50) 式 . 


对 于 矩形 K = {(z,y)la < x < b,c < y < d} 上 的 连续 函数 f(z,y), 现 讨论 z,y 
的 函数 


F(z,y) = ff reswaray, a<rgbc<ysd. 
根据 (7.10) 式 ， 
Flew = fay {flower, 
因此 F(z,y) 是 定义 在 KK 上 的 函数 , 并 且 F(a,y) = F(z,c) = 0. 将 积分 变量 z, y 


用 t, wu 痊 换 , 则 
F(z,y) = ff f(t,u)dt. 


g(r,u) = 办 f(t,u)dt 


是 两 个 变量 z,w 的 二 元 连续 函数 . 由 于 偏 导 函数 5.(z,u) = f(z,u) 显然 也 是 两 个 
变量 z,w 的 二 元 连续 函数 , 所 以 根据 定理 6.20 的 (2)， 


根据 定理 6.20 的 (1)， 


F(zW) = A T(r, udu 


288 第 7 章 积分 法 则 (多 元 ) 


是 关于 z,y 的 二 元 连续 可 微 函 数 , 并 且 

By) = slo0) = fv, 

F(z,y) = 三 Bo(z,u)du = 厂 f(z,u)du. 
因此 存在 偏 导 函 数 为 =(z,y) 和 Fy(z,y), 并 且 

Fyz(z,Y) = Fry(z,y) = fc (7.12) 

车 将 F(z,y) 类 似 于 单 变量 连续 函数 f(z) 的 不 定 积分 F(z) = 三 f(z)dz 考虑 , 则 
(7.12) 式 类 似 于 F'(z) = f(z). 反之 , 在 单 变量 情况 时 , 若 函数 F(z) 关于 z 可 微 ， 
并 且 F(z) = f(z), 则 [ f(z)dz = F(b) - F(a) ( 微 积分 的 基本 公式 (4.15) 式 ) 与 
此 相对 应 有 下 面 的 类 似 结论 成 立 . 


定理 7.4” 设 f(z,y) 是 矩形 天 = {(z,gla<zskbhcsy< d} 上 的 连续 函数 . 那 
么 车 KK 上 F(z,y) 的 偏 导 函数 FF,(z， 臣 , yz(z,y) 存在 且 连 续 , 并 且 


Puz(z,y) = jz,y)， (7.13) 
则 b pd 
/ / f(z,y)dzdy = F(b,d) — F(a,d) — Fl(b,c) + F(a,c). (7.14) 
证 明 
Fo(z,y) =/ yh f(z,y)drdy, 
并 且 若 取 差 


G(z,y) = F(z,y) — Folz,y), 


则 其 在 K 上 偏 导 函 数 G,(z,y), Gyz(z,y) 存在 且 连 续 , 并 且 根据 (7.12) 式 和 (7.13) 
式 ， 
Gvz(z,y) = 0. 


因此 G,(z,y) 是 不 依赖 于 z 的 、 仅 与 y 有 关 的 连续 函数 ，Gv(z,y) = B(y). 车 令 
Bw) = [peay, 则 
总 Ge- BW)) = 
人 @ 龟 谷 俊 司 《解析 入 门 》, p.303, 例 3. 


7.1 积 分 289 


因此 ，Gtz 切 - Bly) 是 不 依赖 于 y 的 、 仅 与 = 有 关 的 连续 函数 A(z). 即 
G(z,y) = 4(z) + B(y), 
所 以 
F(z,y) = Folz,y) + Alz) + BY). 

因此 , Fo(b,¢) = Fola,d) = Fola,c) = 0, 从 而 

F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c) = Fo(b, d). 口 
注 “定理 7.4 表明 对 于 二 元 连续 函数 f(z,y), (7.13) 式 中 的 函数 F(z,y) 与 单 变 
量 连 续 函数 f(z) 的 不 定 积分 F(z) = 人 f(z)dz 相 类 似 , 但 是 并 不 称 F(z,y) 是 
/f(z, 夫 ) 的 不 定 积分 . 因为 不 考虑 二 元 函数 的 不 定 积分 , 所 以 当然 没有 必要 特别 地 将 
[ | “ye yazdy 称 为 定 积分 , 因此 我 们 将 / / “Ge yazdy 单纯 地 称 为 积分 . 

在 (7.14) 中 , 车 将 b,d 用 z,y 替换 , 则 


I y 
Pen = fearayt pend + Fl) Pld 1D) 


在 定理 7.4 中 我 们 没有 假定 偏 导 函数 F(z,y) 存在 , 但 是 若 假定 F(x,y) 存在 , 则 
根据 Schwarz 定理 (定理 6.9), Fzv(z,y) 存在 且 Fzy(x,y) = Fyz(z,)- 这 可 以 根 


据 (715) 式 直接 推出 事实 上 ,对 于 F(z.y) = 太 Tc,y)dzay 根据 上 述 结果 
Foz(zy), Pastz 存在 且 Eu(z,n = fc 所 以 
F(z,y) = Foz(z,y) 十 Fz(z, ©0), 


因此 
Fzy(z,y) = f(z,9) = Fyz(7,Y). 

d) 矩形 块 上 的 积分 

称 平面 R? 上 的 有 限 个 矩形 的 并 集 为 矩形 块 ”. 
引 理 7.1 ”如 果 对 于 给 定 的 R? 上 的 有 限 个 矩形 K、 = {(z,g)lax 入 z 冬 bc 和 VS 
ds}, 选取 矩形 天 = {(z,y)la < x <bc<y<d} 和 它 的 分 割 A = ({zo0,71,… ,Tm}， 
{yo yn =z0 < < <zm=bc= 加 < 四 < < y= 使 得 
ab € {zo,z1 Tm} cx dh se {yo,W1,…,yn}, 那么 每 个 矩形 K、 是 包含 在 K、 
中 的 小 矩形 Kj = {(z,9)|zj-1 TT Yk-1 <y < Vk} 的 并 集 : 

@ 高 木 真 治 《解析 概论 》，p.422- 
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Kx= U Kix. 
Kjx CK 


证 明 ”根据 假设 a、 = zi ba = ziO)，c = yn), ds 二 yr); 所 以 
了 CA) 大 (入 ) 
K\= U U Kx= UK 口 
JiCXA)+Ik=RCA)+1 HACKA 
矩形 块 可 以 表示 成 任意 两 个 都 没有 公共 内 点 的 有 限 个 短 形 的 并 集 ， [证 明 ] 对 于 
给 定 的 矩形 块 4 = U Ka(K 是 矩形 ), 根据 引 理 7.1， 
A=1 


Kx= U EK, 


KjnCKA 
因此 ， 了 
A= UK= U Kix. 
A=l1 KjkCA 
显然 Kjs 和 Kin, (i,h) 并 (二), 没有 公共 的 内 点 . 口 


如 果 矩 形 块 4 是 任意 两 个 都 没有 公共 内 点 的 矩形 K、, 和 = 1,2,……,z 的 并 集 
4=FKIUK2zU UKAU…UKE，(KM)n(Ko)=gG (入 关 站 )， 
那么 就 称 4 被 分 割 成 有 限 个 矩形 Kai, K2,…, K、,…, Ky. 假设 函数 f(z,y) 在 矩形 
块 4 上 连续 . 此 时 , 若 将 4 分 割 成 有 限 个 矩形 K, 和 = 1,2,…,v, 并 且 令 
= f(z,y)dzdy, 
o 二 人 z,3)dzdy 


则 = 仅 由 4 确定 , 并 且 与 4 分 割 成 矩形 Ks 的 分 割 方法 无 关 . [证 明 ] 设 LL2,… ,Lj 
是 用 另外 的 分 割 方法 将 4 分 割 成 有 限 个 矩形 , 并 且 对 于 矩形 Ki, Ka，…,Kw Di， 
L2，,…, Ln 应 用 引 理 7.1, 则 


KA= U Kx, LA= U Kx. 
天 ijkC 天 入 KykCL 


因此 , 根据 定理 7.2， 
人 jb)dzty= 民 友 f(z,W)dzdy. 


Kjk CK 
虽然 4 = vu Ks = x Fim 但 是 K、 和 Ko( 入 关 p) 没有 公共 的 内 点 , 所 以 对 于 
每 一 个 Kn, 存在 给 的 Ks 使 得 Kj Cc Ka. 因此 


c= 并 / fwdrdy= 元 人， f(z ydrdy. 


A=1 Kjk CKA Kik KirCA 
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将 右边 的 Ki, Ka 天 天， 换 成 ,52,…，L,…, ,此 等 式 不 变 . 由 “人 
由 4 确定 . 

定义 7.2 称 v 是 4 上 f(z,y) 的 积分 , 或 者 f(z,y) 在 4 上 的 积分 二 
| swaray: 


| swanay = 到 人 fo)drdy, 


4= F(RK)N(KG)=8 (和 关中. (7.16) 
A=1 


当 f(P) = (ea), 己 = (wy) 时 ,积分 /tc ydzdy 记 为 /Pyew 等 


定理 7.5 设 f(P) = f(z,y),g(P) = g(z,g)(P = (z, 切 ) 是 矩形 块 4 上 的 连续 
函数 . 


(1) 如 果 4 是 没有 公共 内 点 的 两 个 矩形 块 B, 的 并 集 : 4 = BUE, (B)N(E) = 
2, 那么 


J sewarav= { flewardy + | ste waray. (7.17) 
A B E 
(2) 当 cucs 是 任意 的 实数 时 ， 
/erP+es(P)ao=a /rpao+a f gpa 
a A A 
(3) 在 矩形 块 4 上 , 若 恒 有 f(z,y) > g(z,y), 则 
stewaray > J ste Waray, 
A A 
并 且 除 去 4 上 f(z,y) = g(z,y) 的 情况 ， 
/ftwardy > stearay. 
A A 
(4) : 
[re wazay| < { Vfl laray. (718) 
a aA 
(5) 若 矩 形 块 B 包含 于 4: B c 4, 则 


/realanays { We waray, (7.19) 
B A 


| [sew 六 APid < 人 mlao- /ra Ga) 
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证 明 (1) 若 将 B, 已 分别 分 割 成 有 限 个 矩形 , 并 且 用 巨 = Ky,E = Un 
A=1 


‘=p+1 
表示 , 则 因为 (8)n(E) = %, 我 们 有 4 = v Ks,(KA)N (Kp) = GZ(A#p). 因此 , 根 
据 定义 7.2, 可 直接 获得 (7.17) 式 . 一 
(2)、(3)、(4) 根据 定理 71 的 (2)、(3)、(4) 显然 成 立 . 
回 令 4= 电 本 ,有 = 蝇 夯 ,并 且 对 天 Ko， 机, 瑟 ，…, 孔 应 用 引 
理 7.1, 则 得 “ 
A= U Kx, B= U Ki. 
KjxCA 


KikCB 
车 巨 是 满足 Kj C 4， Kijk YB 的 小 矩形 Kj 的 并 集 , 则 
A=BUE, (B)N(E)=g%. 

因此 , 根据 (1) 和 (3)， 

J vp /rau= /la (7.21) 

A B E 
即 不 等 式 (7.19) 成 立 . 进而 , 根据 (1)， 
/rao- /spa = hp, 
再 根据 (7.18) 式 和 (7.21) 式 ， 
| hsp < rpm- rm- /ra 

因此 , (7.20) 式 成 立 . 口 


7.2 广义 积分 


a) 广义 积分 ， 

对 一 元 函数 的 情况 , 开 区 间 , 例如 (o, +co) 上 连续 函数 f(z,y) 的 积分 [ 
f(z)dz 是 作为 广义 积分 来 定义 的 (4.3 节 a)). 同样 , 二 元 函数 的 情况 下 , 平面 上 的 
领域 D 上 的 连续 函数 /(z,y) 的 积分 六 f(z,y)dzdy 也 作为 广义 积分 来 定义 . 


对 于 每 一 个 矩形 块 41, 42,… ,4m，… 满足 下 列 两 个 条 件 时 和 矩形 块 序列 {4,,} 
从 内 部 单调 地 收 剑 于 万 : 
4c4zc…CcC4nc4nrC…，4nCD; 
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(i) vo CA j= DD: 
这 里 (Am) 表示 Am 的 开 核 . 

对 于 每 一 个 自然 数 m, 若 如 下 确定 矩形 块 4w, 则 可 以 获得 从 内 部 单调 收敛 于 
D 的 典型 矩形 块 序列 {4m}: 对 于 每 一 个 自然 数 m, 令 bm = 1/2m, 将 平面 R? 分 
割 成 边 长 为 gm 的 无 数 个 正方 形 


QR = {(z,y) hom — bm < T < him, kom — ém < Yy < kim}, h,k=0,+1,+2,.…, 
(7.22) 


并 且 当 D 有 界 时 , Am 是 包含 于 D 的 8 的 全 体 的 并 集 : 
Am = UU QQ 仆 . 


QNCD 


上 图 表示 hl 和 43. 当 DD 无 界 时 , Am 是 包含 于 DN {(z,y)|z| < mly| < m} 的 
Q 欣 的 并 集 : 
Am= U QR, Dm={(z,9) eeDIz| <m,ly<m}. 
QW CDm 
这 样 确定 的 矩形 块 4 的 序列 {4} 从 内 部 单调 收敛 于 D, 即 上 述 条 件 (i)、 (i) 显 
然 成 立 . 
给 定 一 个 从 内 部 单调 收敛 于 D 的 矩形 块 序列 { 4,}, 使 得 


om= Veeray, sm = 人 fe ydrdy. 


因为 4 C Am+1, 所 以 根据 定理 7.5 的 (5), cm < om+1, 即 {om} 是 单调 非 减 序列 . 
所 以 {om} 要 么 收敛 , 要 么 发 散 于 +oo(1.5 节 b)). 
(D 当 {om} 收敛 时 , 根据 (7.20)， 
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当 n>m 时 , |sn 一 sm| < on 一 om 成 立 . 
所 以 序列 {sm} 也 收敛 即 极限 im。 人。 7(z, ydzdy 存在 . 称 此 极限 为 /(P) = 


f(z,y)(P = (zx,y)) 在 D 上 的 积分 , 用 /re y)dzdy 或 者 /rd 表示 : 


/ae= teowardy= tm flowardy (79) 
D D Am 


因为 
J le wlaray = [Helaray < +o, 
月 eh 


所 以 称 广义 积分 人 Ja,b)dzdy 绝对 政敌. 
2) 当 {om} 发 散 于 +co 时 , 因为 lim 本 用 If(z,y)ldzdy = +oo, 所 以 称 广义 积 
分 1 lf(z,aldzdy 发 散 于 +oo, 记 为 


| elardy = te 


以 上 是 在 从 内 部 单调 收敛 于 DD 的 一 个 矩形 块 序列 {4w} 的 基础 上 讨论 了 DD 
上 的 广义 积分 ， 但 是 广义 积分 Ls f(zy)dzdy 是 否 绝对 收 化， 以 及 绝对 收 化 时 积 


分 人 f(z,y)dzdy 的 值 ， 都 与 矩形 块 序列 {Am} 的 选择 方法 无 关 . [证 明 ] 任 取 矩 


形 块 4, 4 c D 时 , 因为 D = (Am), 所 以 4 被 开 集 (41), (42),…, (4m),… 

覆盖 ,4 是 有 界 闭 集 ， 所 以 根据 ” eine Borel 覆盖 定理 (定理 1.28)，4 被 有 限 个 

(41),(42),…, (Am),… 覆盖 , 即 取 自然 数 m 充分 大 时 ， 
AC(AD)U(A2) UU (Am) = (Am) C Am. 

所 以 根据 (7.19) 式 ， 


人 Paos 人 TO 
因此 
/Paos / (Plaw = ,lim 本 用 |f(P)law. 


所 以 当 考 虑 所 有 的 矩形 块 4 4 < D 时 , 车 {/ Maeac 吕 有 上 界 ， 则 
人 |f(P)ldw < +oo; 若 无 上 界 , 则 |f(P)ldw = +oo. 有 上 界 时 ， 


hPa = sup { Pas (7.24) 
D ACDJA . 
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即 /7(P)la = jms 17(P)la 与 从 内 部 单调 收 多 于 D 的 短 形 所 序列 {4m} 的 
选择 方法 无 关 . 
当 ,im /UPilae = /MrCP)as < +eo 时 ,根据 (720) 式 ,只 要 4c 4， 
hd D 
就 有 
|/ ao- 人 tp < 人 Ce- 人 au 


所 以 当 m -co 时 , 车 取 极限 可 得 不 等 式 
| /ra -人 fpid < [vp {Pao Ga 
此 不 等 式 表明 /Pao = ,jiam。 人 7(P)du 与 4m] 的 选择 方法 无 关 .事实 上 ， 


若 把 {Bm} 看 成 是 从 内 部 单调 收敛 于 D 的 任意 的 矩 形 块 序列 , 则 lim / |f(P)law 
mo 
= 人 Piaw 因此 根据 (7.25) 式 , 当 m 一 co 时 ， 


| /rod -人 (pid < [vee ae- 0 
例如 , 区 间 [a,+o0) 上 连续 的 函数 ffz) 的 广义 积分 不 绝对 收 化 时 , 若 存 在 极限 
,Ttada 则 称 广义 积分 三。 f(z)az 条 件 收敛 其 值 定义 为 (4.3 节 ) 
4 ; 
/ Ja)dz = , lim, / f(z)dz. 


虽然 此 定义 是 非常 自然 的 , 但 是 却 不 能 自然 地 推广 到 二 元 函数 上 . 对 于 二 元 函数 不 
能 考虑 条 件 收敛 广义 积分 . 
定理 7.6 ” 设 f(P) = f(z,y), g(P) = g(z,y)(P = (z,y)) 是 领域 D 上 的 连续 函数 ， 
并 且 [ If(P)law < too 人 lo(P)ldw < +oo. 那么 
D D 
(1) 对 于 任意 实数 cl c2， 
fstP) + gt Pye = { fiPjaw te { glPYae. 
D D D 
(2) 车 在 领域 D 上 , 恒 有 f(P) > g(P), 则 


| few > /stPiaw， 
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并 且 除 去 在 D 上 恒 有 f(P) = g(P) 的 情况 ， 
hp > | spy 
(3) 
[hres < fie (7.20) 
(4) 车 EE 是 D 的 子 领域 : Ec D, 则 
[ree fips Lup vps (an 


证 明 (1) 和 (3) 根据 广义 积分 的 定义 (7.23) 以 及 定理 7.5 的 (2) 和 (4) 显然 成 立 . 
为 了 证 明 (4), 令 (7.22) 式 的 正方 形 Q@ 史 中 包含 于 DN{(z,y) lz| < mly| < m} 的 
并 集 为 Am; 包含 于 EN {(z,y) ||z| < m,ly|l < m} 的 并 集 为 Bm, 则 因为 Bh C 4m， 
根据 定理 7.5 的 (5)， 


/ra 人 Ai < 人 WP = {HP 


在 m 一 oo 时 , 若 等 式 两 边 取 极 限 , 则 根据 广义 积分 的 定义 , 得 (7.27) 式 . 为 证 明 (2)， 
令 h(P) = f(P) - 9(P), 则 根据 假设 , D 上 恒 有 h(P) = |h(P)| > 0. 所 以 若 n < mh 


则 4% C 4w. 所 以 根据 (7.19) 式 ， 人 hPaw < 人 hPa 即 { 人 MPae} 


是 收敛 于 上 人 人 MP)dw 的 单调 非 减 序列 ， 因 此 根据 定理 7.5 的 (3)， 人 h(P)dw > 0， 
并 且 除 去 D 上 h(P) = f(P) - 9(P) = 0 恒 成 立 的 情况 , 就 有 


href spao= 人 MPiao>o 口 


b) 面积 
恒 等 于 1 的 函数 1 的 积分 , 例如 / ldzdy 记 为 / dzdy 或 者 / dw. 对 于 矩形 
a A A 


K = {(z,Y)la < z < b,c <y < dd), 


[=f [y= -oo 


是 天 的 面积 . 所 以 对 于 矩形 块 4, 若 将 4 分 割 成 有 限 个 矩形 Ki, Kz,…, Ks,…, Ky， 


则 
hh 
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是 4 的 面积 . 4 的 面积 用 w(4) 来 表示 : w(4) = 人 dw. 任意 领域 D 的 面积 定义 为 


w(D) = yh dw. 
对 于 所 有 的 矩形 块 A, 4 c D, 若 w(4) 有 上 界 , 则 根据 (7.24)， 


w(D) = sup w(4). 
ACD 


若 w(4) 无 上 界 , 则 w(D) = +oo. 此 外 , 若 {Am} 是 从 内 部 单调 收敛 于 D 的 和 矩形 块 
序列 , 则 
w(D)= im (Am). 
若是 DD 的 子 领域 , 则 显然 
wl(E) <w(D), EcD. 

设 f(P) 是 矩形 块 4 上 的 连续 函数 . 则 根据 定理 7.5 的 (2), 对 于 任意 常数 c 
有 /~ =ef/ = ou(4), 所 以 车 在 4 上 恒 有 人 < f(P) < M, p,M 是 常数 , 则 
根据 定理 7.5 的 (3)， 

ps 人 PaosMo) 
A 

因此 , 若 在 4 上 恒 有 |f(P)| < M, 则 


[fire < mt). (728) 


当 f(P) 在 领域 D 上 连续 时 , 若 w(D) < +oo0 且 f(P) 在 D 上 有 界 : |f(P)| < M， 
则 对 于 任意 的 矩形 块 4, 4 c D， 


f WPlas < Matt) < MlD). 
A 


因此 , 根据 (7.24) 式 ， 
iP < molp), 


即 广义 积分 f(P)dw 绝对 收敛 . 并 且 根据 (7.26) 式 ， 


| 人 (Pi < Mw(D). (7.29) 
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显然 当 D 有 界 时 , w(D) < +oo, 所 以 有 界 领域 D 上 的 有 界 连 续 函 数 f(P) 的 广义 
积分 f(P)dw 绝对 收益 . 


c) 闭 区 域 上 的 积分 

为 了 讨论 有 界 闭 领域 的 边界 , 首先 叙述 一 下 曲线 . 设 y(t), y(t) 是 定义 在 闭 区 间 
了 = [&, 儿 上 的 连续 函数 , 则 当 t 在 实 直 线 上 从 a 到 b 运动 时 , 点 P(t) = (p(t), w(t)) 
在 平面 上 运动 而 描绘 出 “曲线 ". 此 时 , 称 点 集 C = {P(t)la < t < 如} 为 曲线 (curve). 
例如 , 当 有 必要 考虑 曲线 的 “方向 ”时 , 对 于 每 一 个 te 7 分 别 对 应 于 点 P(t) e C 
的 映射 : + 一 P(t) 称 为 曲线 , 但 是 在 本 章 中 没有 这 个 必要 , 所 定义 的 曲线 是 指点 
P(t)(a < t < 0) 的 集合 C. 对 于 曲线 C, 用 


C= {Pla <t<0)}, P(t)= (p00),w(t)), (7.30) 
来 表示 的 连续 函数 p(t), y(t) 存在 无 穷 多 个 . 例如 , 令 
un) =p(a+ (ba)7), vr)=wat+(b-a)r), 0<r<l, 


则 
C={Qn0 <7<1}, Q(7)= (u(r),v(7)). 
称 (7.30) 式 的 右边 为 曲线 C 的 参数 表示 , 称 t 为 其 参数 . 


一 -一 一 3 一 
Wl P(b) 
P(t) 
Po 
> 


?| 


在 曲线 C = {P(bla < t < 6} 上 的 点 P(t) = (ep(b,V(b) 处 , 如 果 p(w(t) 是 
闭 区 间 [a,6] 上 关于 t 的 连续 可 微 函数 , 并 且 恒 有 |y/(t)|? 十 lw (Hl? > 0, 即 y(t), 
W(t) 不 同时 为 0, 那么 就 称 C 是 光滑 曲线 (smooth curve). 在 a 和。 之 间 取 m 二 1 
个 点 a1,42,…,am-1, 并 且 令 ao = a, am = 5b, 则 若 闭 区 间 [a 被 分 割 成 m 个 闭 区 
间 ak- ob 大 = 2 mm , 则 曲线 C = {P(t)la < t < 也 被 分 割 成 m 条 曲线 ; 


C=CUC UUCEU UCm, Ck= {P(tlar1 <t < ag}. 
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进而 , 如 果 每 个 Ci 都 是 光滑 曲线 , 则 称 曲线 C 分 段 光滑 (piecewise smooth). 
PP 


Cn 
Ron 


此 外 , 在 曲线 C = {(p(t),w(t))la < t < 5b} 上 , 若 恒 有 y(t) =t, 则 C 是 定义 在 
闭 区 间 [{o, 妨 上 的 连续 函数 y = yw(z) 的 图 像 Gy = {(z,w(z))la < z < 5}(2.1 节 ). 
同 理 , 车 恒 有 w(t) = 也 则 C 是 连续 函数 z = p(y) 的 图 像 {(p(y),y)la < y < 引 . 这 
两 种 情况 下 的 C 都 称 为 初等 曲线 ”. 

光滑 曲线 可 以 分 割 成 有 限 条 初等 曲线 . [证 明 ] 设 C = {P(t)la < t < 0}, P(t) = 
(w(t), w(t)) 是 光滑 曲线 . 根据 定理 2.4, 闭 区 间 [a,6] 上 关于 t 连续 的 函数 |p'(bj? 十 
Iw(#)|? 具有 最 小 值 y. 根据 假设 4 > 0, 若 令 p= 2X?, 和 A > 0, 则 


lp' OF + ww OF > 2X2, 


所 以 在 各 点 ta < t < 6) 处 , |y/(t)| > 入 , 或 者 Iw'(t)| > 入. 根据 定理 2.3, 在 [中 上 
连续 的 函数 yp/(t), w(t) 在 [a,] 上 一 致 连续 . 所 以 对 于 X, 存在 正 实数 5, 使 得 

当 此 -sl<6 时 ,就 有 |p'(t) 一 p(s)| < 和 w(t) 一 (3)| < 入 
取 点 ao,a1,a2,… ,ak,…,am, 使 得 


ao 一 QQ<al<.…<ak-lI<ak<…<dam=b ak 一 ak-l1<0. 


下 面 证 明 曲 线 C 被 分 割 成 m 条 初等 曲线 Ck = {P(t)lak-1 < t < ak}， 因 为 
|e'(ak)| > 入 或 者 | (ak)| > X, 所 以 若 |p'(ak)| > 入 则 w'(ak) > 入 或 者 w'(ak) < 一 和 
所 以 若 假 设 w(ak) > 入 则 当 ak-i 和 ts ak 时 ,|ak 一 < 5 从 而 |e'(ak)-w(b| < 入 
因此 yp'(t) > y (ax) 一 入 > 0, 即 在 闭 区 间 [ak-i,ak] 上 恒 有 w'( > 0. 从 而 根据 定理 
3.6, 关于 t 的 连续 函数 z = p(t) 在 [ok-l,ak] 上 单调 递增 . 因而 根据 定理 2.7, 其 反 
函数 t= -1(z) 是 定义 在 闭 区 间 [ax, Bk], ak = p(ax-1),Bk = p(ax) 上 的 连续 的 单 
调 递 增 函数 , 并 且 
P(t) = (p(t), w(t)) = (z, bp (2))). 


故 , 车 令 严 (z) = (yp-1(z)), 则 zz) 是 [axk, Bk] 上 的 关于 z 的 连续 函数 , 并 且 


Cx = {(z, Blz)lor < z < Be}, (7.31) 
G 根据 服部 晶 夫 民 - 
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即 Cx 是 初等 曲线 . 以 上 我 们 假定 了 w'(ak) > 和 , 若 令 ¥ (ak) < -入 则 z = p(t) 
在 [ax-1,ak] 上 单调 递减 , 因此 t = yp-1(z) 在 [ax,Bk](ax = plar), Br = Plak-1)) 
上 单调 递减 , 但 是 Ci 用 (x) = w(p-1(z)) 可 以 同样 表示 为 (7.31) 式 的 形式 . 当 
IW(ar)| > 入 时 , 由 于 w(t) 在 [ak-1,ak] 上 是 单调 函数 , 所 以 Ci 可 以 用 
Ck = {(B(y), Yor Sy < Br}, By) = (V1(y)), 
表示 . 
虽然 初等 曲线 未 必 是 光滑 的 , 但 是 根据 定理 3.4 和 定理 3.3, (7.31) 式 中 (zx) = 
ypo-:(z)) 关于 z 连续 可 微 , 所 以 Ck 是 光滑 的 初等 曲线 . 从 而 光滑 曲线 可 以 分 害 
成 有 限 条 光滑 初等 曲线 . 因此 分 段 光滑 曲线 也 可 以 分 割 成 有 限 条 光滑 初等 曲线 . 
若 闭 领域 可 以 用 其 开 核 D 的 闭 包 [D] 来 表示 , 则 D 是 区 域 . 


定义 7.3 设 [D] 是 平面 R? 上 的 有 界 闭 领 域 , D 是 其 开 核 . 如 果 [D] 的 边界 是 由 
有 限 条 初等 曲线 组 成 的 , 即 


[一 局 = 0 Cr， Ci 是 初等 曲线 


那么 就 称 [D] 为 闭 区 域 ”. 

如 上 所 述 , 光滑 曲线 可 以 分 割 成 有 限 条 初等 曲线 , 所 以 边界 是 由 有 限 条 光滑 曲 
线 组 成 的 有 界 闭 领域 是 闭 区域 . 例如 矩形 、 圆 盘 {(z,y)|(z 一 a)?+(y 一 9)? = r2jr > 0， 
等 都 是 闭 区 域 . 


定义 7.4 设 [D] 是 R? 上 的 闭 区 域 , D 是 其 开 核 . [D] 上 的 连续 函数 f(z,y) 在 
[D] 上 的 (广义 ) 积分 定义 为 


ff Wardy = fe waray. (7.32) 
[DI D 
根据 定理 6.3，/(z, 在 LD 上 有 界 ,当然 也 在 领域 D 上 有 界 ， 所 以 如 b) 


中 由 于 找 不 到 其 他 合适 的 术语 , 所 以 用 “ 闭 区 域 " 来 表示 . 高 木 丰 治 《解析 概论 》 第 8 章 中 ,“ 区 域 " 形 
式 上 与 “点 集 ” 同 义 . 
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中 所 述 ，(7.32) 式 右边 的 积分 绝对 收敛， 若 令 f(P) = jz,g(P = (zz 人)， 则 
/ f(z,y)dzdy 可 以 写成 ja JUP)dw 等 . 


与 矩形 的 情况 (7.1 节 b)) 相同 , 如 果 闭 区 域 [D] 可 以 表示 为 任意 两 个 都 没有 
公共 内 点 的 有 限 个 闭 区 域 [DA], 和 = 1,2,…,v 的 并 集 


[DJ= [DY]UIDs]U:…UIDNU:…UID,], DAND,=8 (MA#p), 


则 称 [D] 被 分 割 成 有 限 个 闲 区 域 [D1], [D2],…, [Dw]. 
定理 7.7 设 f(z,y) 是 闭 区 域 [D] 上 的 连续 函数 , 若 [D] 被 分 割 成 有 限 个 闭 区 域 
[DyJ,1Dz]…, [Du], 则 


fs fodeady = DD fe: f(z,y)dzdy. (7.33) 


证 明 ”对 于 每 个 自然 数 m, 令 im = 1/2m, 如 a) 中 所 述 , 平面 R2 被 分 割 成 无 穷 多 
个 边 长 为 fm 的 正方 形 Q 鸣 , h,kk 二 0, 十 1, 土 2,…, 若 令 zh = hem, yk = kim, 则 


QR = {(7,9) Th-1 < TS& Th yk-1 SY < Yk}. 
记 包 含 于 D 的 Q 允 .的 全 体 的 并 集 为 
Am= UU QM 


QMCD 
则 矩形 块 序列 {4w} 从 内 部 单调 收敛 于 D. 所 以 fe f(x,y)drdy = 人 jadzdy 
因此 根据 广义 积分 的 定义 (7.23) 式 ， 
[sewarey = bm, { fowardy. (734) 
[ID] Am 
同 理 , 若 令 


Axm= U QR (7.35) 


QR.CD 
则 
/ f(z,y)drdy = lim 人/ f(z,y)drdy. 
IDA] M00 Am 


若 令 [Ds] 的 边界 为 C、, 则 其 并 集 为 


C= UC, C={D-D,, 
A=1 
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从 而 
{D]= ULIDj=CuDupzu.…uUD, 
和 A=1 


根据 假设 DAn Do = (入 尖 站, 所 以 车 正方 形 QW C 了 与 C 没有 公共 点 , 则 QR 
包含 于 某 一 个 DA 中 . 这 是 因为 , @ 俱 的 开 核 (8 你 ) 是 连通 开 集 , 并 且 不 能 由 两 个 
以 上 的 非 空 开 集 (8 八 ) n DA, (人 有) n Dp,… 分 割 , 所 以 (8 俱 ) 包含 于 某 一 个 D、 
中 , 从 而 Q 供 < Da. 即 若 8 多 Cc D, 则 Q@ 人 mnC 关 G 或 者 对 于 D、, Q 欢 C DA 成 
立 . 故 若 令 满 足 8 多 < D, 8 风 nC 关 儿 的 正方 形 Q 代 的 并 集 为 Bm, 则 


Am = Bm U Aim UU AsMm UU Aum, 


并 且 和 矩形 块 Bm, Aim, 42m,… ,Am 中 任意 两 个 都 没有 公共 的 内 点 . 所 以 根据 定理 
7.5 的 (1)， 


A /fleardy = 人 fordyt 3 人 Tazdy 
因此 , 根据 (7.34) 式 和 (7.35) 式 ， 
fo ey = im, {faray + > fo andy. 
因为 f(z,y) 在 [D] 上 有 界 , 即 |f(z,y)| < M, 所 以 根据 (7.28) 式 ， 
| stewardy| < MotBn). 
所 以 要 证 明 (7.33) 式 只 须 验证 
im, (Bm) 三 南 
即 可 . 根据 假设 C = CA 是 有 限 条 初等 曲线 的 并 集 , 所 以 将 其 中 的 一 条 初等 曲 


线 改 用 C 表示 , 并 且 对 十 C 证 明 下 面 的 引 理 即 可 . 
引 理 7.2 令 与 初等 曲线 C 有 公共 点 的 正方 形 Qn 的 并 集 为 


Bm QQ 了， 


三 二 忆 
QRRnCz#C 


则 
Jim,w(Bm) =0. 
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证 明 设 C={lz,plz)jlasz<s 吴 ,并 且 yp(z) 是 闭 区 间 [o, 如 上 的 连续 函数 . 因 
为 p(z) 在 [o, 世 上 一 致 连续 (定理 2.3), 所 以 对 于 任意 给 定 的 正 实数 <, 存在 正 实数 
6(e), 使 得 
只 要 |z 一 计 <6(e)， 就 有 lp(z) 一 p(t)| < <. (7.36) 
对 于 这 个 6(e), 车 m 是 满足 
bm = 去 < éle) 


的 自然 数 , 则 当 zn = him,h = 0, 土 1, 十 2,… 时 , 一 定 存 在 满足 
Zp-1<Qa 和 rzp<…<zh-i<zh<…<zo-i 和 b<zq 


的 整数 p,q. 对 于 每 一 个 j=p+1p+2,…,9 一 1 在 闭 区 间 [zh-tzn] 上 y(z) 的 
最 大 值 和 最 小 值 分 别 设 为 Me 和 ph. 当 h=p 时 , 在 [a,zp] 上 yp(z) 的 最 大 值 和 最 
小 值 分 别 设 为 Mp 和 jo( 特 别 地, 当 a = zp 时 , 令 Mp = jip = (ao)). 又 当 h=4g 时 ， 
[ou za] 上 最 大 值 和 最 小 值 分 别 设 为 Mo 和 jg. 因为 zh 一 zh-1 = 6m < 5(e), 所 以 根 
据 (7.36) 式 ， 

Mn—pn<e, h=p,p+1,...,g. 


WY 
> 


因此 , 若 令 
Kn = {(z,9lzn1 ST < zh pn — bm YS Mt im}h=p,p+1,..,q, 
则 每 个 矩形 Kx 的 面积 为 
w(Kn) = (Mh — pn + 26m)(Th — Th-1) < (e 十 25m)(zh — Zh-1). 
如 果 正 方形 Q 多 和 C 有 公共 点 , 那么 显然 有 Q 作 < Kn, p< h < gq. 所以， 


Bm C KpU KpriU:*U Kn UU Kg, 
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因此 
w(Bm) < Slr) < (e+26m)(zq — zp-1) < (e+ 26m)(b — a + 26m). 
h=p 
从 而 


limsupw(Bm) < ae(b ~ a), 
其 中 = 为 任意 的 正 实数 . 所 以 
lim w(Bm) = 0. 口 
在 定义 7.1 中 , 我 们 已 经 定义 了 矩形 KK 上 连续 函数 的 积分 人 f(z,y)dzdy, 又 
因为 逢 形 是 闭 区 域 , 所 以 (7.32) 式 给 出 了 积分 的 新 定义 ， 
/swaray = /fe waray. 
kK (K) 
这 个 新 的 定义 实际 上 与 原来 的 定义 是 一 致 的 ， 即 必须 验证 定义 7.1 的 积分 
人 f(z,y)dzdy 与 广义 积分 人 yeahaady 是 一 致 的 .为 此 设 K = {(z,w)la < 
7 和 bcskys 寺 ,例如 e 是 满足 4e<b-a4e<a-c 的 正 实数 , 若 令 
元 到 {fe 中 


则 只 由 一 个 矩形 组 成 的 矩形 块 4w 的 序列 {4,,} 从 内 部 单调 收敛 于 (K), 所 以 根据 
广义 积分 的 定义 (7.23) 式 ， 


A f(z,y)drdy = tm / f(z,y)drdy. 
(K) mon An 


从 K 中 除去 Am 的 开 核 (4m) 后 剩 下 的 B。, = 天 (4) 当然 也 是 矩形 ， 并 且 根 据 
定理 7.5 的 (1)， 


€ € E 区 
+ 二 ss<t- 生 e+ 各 <y<d- 生 }， 
m m m m 


ftwaray = yh fowardy+ fe drdy, 


f(z,y) 在 KK 上 有 界 , 即 |f(z,y)| < M, M 是 常数 . 所 以 根据 (7.28) 式 ， 


| sewaral < MolBm) =M (oata-e-e) 兰 ~。0 Cn 


因此 
/ttewaray = /fe wazay. 
kK (K) 
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若 矩 形 块 4 的 开 核 (4) 连通 , 则 矩形 块 4 是 闭 区 域 . 从 而 车 4 被 分 割 成 有 限 
个 矩形 K、, 入 = 1,2,.…,z, 则 根据 定理 7.7, 4 上 的 连续 函数 f(z,y) 在 定义 7.4 意 
义 下 的 广义 积分 六 f(z,y)dzdy 满足 


fre 2)dzdy = Dh Ydrdy. 


因此 根据 上 述 结果 ， 六 人 f(z,y)dzdy 与 定义 7.2 意义 下 的 矩形 块 4 上 的 积 


分 [ftewarey = 2 局 f(z,y)dzdy 一 致 


目前 为 止 我 们 一 演 用 字母 天 表示 了 矩形, 但 是 从 现在 开始 闭 区 域 [D] 也 用 天 
来 表示 : K = [D]. 
定理 7.8 设 /(P) = f(z,y),g(P) = g(z,y)(P = (z,y)) 是 闭 区 域 K 上 的 连续 函 
数 . 


(1) 对 于 任意 的 实数 cu cy， 
/erm+reelhdte=a f FP to f Piau 
K kK K 
(2) 车 在 K 上 恒 有 f(P) > g(P), 则 


站 f(P)dw > 人 g(P)dw 


并 且 除去 K 上 恒 有 f(P) = g(P) 的 情况 ， 


人 Apae> 人 oae 
(3) 
I/ Ja < /ma (737) 
K K 
(4) 若 工 是 包含 于 K 的 一 个 闭 区 域 : LC K, 则 
/rplaes 人 mlaw (7.38) 
L K 
| 人 rd- 人 fpias 人 pm- rae C39) 
证 明 “根据 广义 积分 的 定义 (7.32) 式 和 定理 7 6, 结论 显然 成 立 . 0 


定义 闭 区 域 K 的 面积 为 
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w(K)= 人 dzdy. 
根据 (7.32) 式 ， 
w(K)=w(D), D=(K). (7.40) 
若 将 闭 区 域 K 分 割 成 有 限 个 闭 区 域 Ki, Ks,…, K,, 则 根据 定理 可 


w(K)= w(K) + w(K2) + + w(Ky). (7.41) 
车 二 是 包含 于 K 的 一 个 闭 区 域 , 则 根据 上 述 定理 7.8 的 (4)， 
w(L) <w(K), Lek. (7.42) 
设 函 数 /(P) 在 闭 区 域 k 上 连续 , 并 且 恒 有 < /(P) < M, 则 根据 定理 7.8 的 
人) 和 ()， 
pulK) < 人 Pidos Mod (7.43) 
K 
所 以 , 若 K 上 恒 有 |/(P)| < M, 则 


| 大 Pd < Mw(K). (7.44) 


定理 7.9( 中 值 定理 ) ”如 果 函 数 f(P) = f(z,y),P = (z,y) 在 闭 区 域 上 连续 , 那 
么 存在 满足 
5 人 Pd=yG) sek (7.45) 


的 点 5 = (6 由. 
证 明 ”根据 定理 6.3, /(P) 在 K 上 有 最 大 值 和 最 小 值 . 令 最 大 值 为 M, 最 小 值 为 
心 则 根据 (7.43) 式 ， 


fi = X(t), p<A<M, 
下 


根据 定理 6.5, 函数 f(P) 的 值 域 f(K) 是 闭 区 间 [4, M]. 因此 存在 满足 f(s) = 入 的 

点 Sek. 口 
闭 区 域 [D] 上 连续 函数 的 积分 定义 (7.32) 式 似乎 适用 于 任意 的 有 界 闭 领域 , 但 

是 定理 7.7 仅 在 条 件 限制 下 才 成 立 , 所 以 有 界 闭 领域 [D] 上 的 连续 函数 的 积分 即使 

用 (7.32) 式 定义 , 也 是 没有 意义 的 . 

例 7.1 ”预先 给 定单 调 递减 数列 {ce}, <s。 > 0, 并 且 满 足 


oo 
o= Dj 2!e, < 1. 


n=1 
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到 是 实 直 线 上 的 以 闭 区 间 五 = [0,1] 的 中 点 1/2 为 中 心 、si 为 宽 的 开 区 间 . 从 五 
中 除去 到 后 剩 下 的 两 个 闭 区 间 是 Jo1, I22. 以 I21, 122 的 中 点 为 中 心 、ss 为 宽 的 开 
区 间 分 别 设 为 Hz1, H22. 从 1 中 除去 Hz1, 从 I22 中 除去 Hzz 剩 下 的 四 个 闭 区 间 
是 131, 132, 133, 34, 


0 1 

7 
以 其 各 自 的 中 点 为 中 心 、ss 为 宽 的 开 区 间 分 别 是 Hs, Ha2, Has, Has， 以 此 类 推 有 
Ja, Ta 4g, Ha1, Ha2,***, Hags*** ,ni, In2,***, In2n-1, Hni, Hn2,***, Hnzn-i, 
从 闭 区 间 五 = [0,1] 中 除去 开 区 间 FH 以 及 所 有 的 Hsk(k = 1,2,…,2"-1,n = 
2,3,4,…) 后 剩 下 的 集合 C 称 为 一 般 Cantor 集合 ， 该 集合 是 闭 集 , 并 且 不 包含 任 
何 开 区 间 . 2"-! 个 开 区 间 Hnx(k = 1,2,…,2"-!) 的 并 集 设 为 H， =U Ho 并 且 令 


Lm = HiU Ha3U Hs UU Hom_1, 


Mm = H2 U Ha U He U:::U Ham. 


对 于 给 定 的 一 正 实数 «, 考虑 矩形 K = {(z,9)|0 < 2 < 1,0 < y < 3k}. Lm 和 
开 区 间 (0,2x) 的 直 积 Lm x (0,2x) = {(z,y)|z € Lm,0 <y < 2k} 是 包含 于 天 的 开 
集合 , 并 且 
Um = Lm x (0,2k)U{f(z,y)I0<z<10<y<Ah 
是 包含 于 K 的 领域 . 构成 Lm 的 开 区 间 Hx 的 宽 的 总 和 为 


pm = sl 十 22c3 十 24c5 十 … 十 22m-2com 1, 


所 以 Um 的 面积 为 
w(Um) = 上 十 pmk- 
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Um 关于 m 单调 递增 , 即 Un c Um+1, 所 以 其 并 集 

D=UiUU2UUsU:.…UUmU-:… 
是 包含 于 K 的 领域 , 并 且 其 面积 为 

w(D)= ,lim w(Um)=r+pr, p= lim pm. 

这 是 因为 , 对 于 任意 的 矩形 块 4 c D, 只 要 取 m 充分 大 , 就 有 4 C Um C D, 所 以 
w(4) < w(Um) < w(D), 因此 

w(D) = sup w(4) = lim w(Um). 

ACD m—o0 
同 理 ， 
Vm = Mm x(k3k)U{f(lz,y)I0<z<l2k<y<3k} 
也 是 包含 于 K 的 领域 , 并 且 
w(Vin) =k+Tmnk, Tm = 2e2+ 23e4 + +22"m lem, 
Vm 的 并 集 
E=ViUVU..…UVmU... 

也 是 包含 于 K 的 领域 


w(E)=k+Tk, T= lim Tm. 
m—o0 


因为 Zn n Mm = @, 所 以 Umn NnVm = 9 因此 DNE=%, 故 [DINE= 乡 ， 
DNI[B]=@. 为 了 证 明 

(K) c DUIE), 
首先 验证 C x [k, 2k] C [2]. 对 于 任意 给 定 的 一 点 (&,7), 5e C, <n < 2k, 关于 每 
一 个 m 都 有 C < Wi 所 以 存在 满足 5 < Ink 的 k. 闭 区 间 mx 的 宽 < 1/2"-! 
且 Fnk C Ink, 所 以 车 任 选 rs e Hnx, 则 数列 {zn} 收敛 于 .6 若 n = 2m 是 偶 
数 , 则 rom < Mm, 所 以 (z2m,7) € ,并 且 当 m 一 oo 时 ，(zamm) 一 (四 因此 
(7) e [2], 从 而 

C x [k,2k] c [El. (7.46) 
任 取 点 已 = (z,y) e (K) 时 , 显然 有 : 车 y>2x, 则 Pe [al]; 车 y<«, 则 PeD. 
又 车 < y < 2n, ze C, 则 根据 (7.46) 式 , Pe [可 . 车 rk<y<2x 且 xz4C, 则 
z 属于 某 Hn: z e Hn. 此 时 , 车 n 是 奇数 2m 一 1, 则 ze Lm, 所 以 PeD; 若 
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n 是 偶数 2m, 则 z € Mm, 因此 Pe [可 . 不 论 哪 种 情况 , 都 有 Pe DU [可 , 从 而 
(K)c DuU[ 梧 . 
DD 是 闭 领域 [D] 的 开 核 , 这 是 因为 , 车 P 是 [D] 的 内 点 , 则 [D] c K, 所 以 
Pe(K), 因此 Pe D 或 者 Pe [BE], 又 因为 [DjNE=g%g, 若 Pe [Bl, 则 PP 一 定 是 
[D] 的 边界 点 . 同 理 E 是 [E] 的 开 核 . 从 (K) c DU [ 梧 可 直接 推 得 ， 
K = [DIU IE), 


即 矩 形 K 被 分 割 成 两 个 没有 公共 内 点 的 闭 领 域 [D] 和 [可 
关于 闭 领域 , 如 果 定 理 7.7 无 条 件 成 立 , 那么 (7.41) 式 也 同样 成 立 . 所 以 ， 


w(K) = wlD) +w([ 回 ) =w(D) + w(E), 


即 
3k = 一 A 十 OK 十 乒 十 TK. 
这 与 
pP+T=I<1 
相 了 矛盾, 所 以 关于 闭 领域 [D] 和 [ 梧 , 定理 7.7 不 成 立 . 
注 ” 设 5 是 平面 Rz 上 的 任意 给 定 的 有 界 点 集 , QW 是 (7.22) 式 中 定义 的 正方 形 ， 
Am 是 包含 于 5 的 Q 欣 的 并 集 , A 是 满足 QR NS 关 儿 的 Q 吕 的 并 集 , 则 
ACh CA CCA, Ci, 
A A A Am I 
车 令 和 矩形 块 4,, 和 Am 的 面积 分 别 是 2 和 到 mw, 则 {wm} 是 单调 非 减 数列 , {Wm} 是 
单调 非 增 数列 , 并 且 极 限 w = wim wm 和 五 = nim, wm 存在 . 分 别称 极限 ww 和 右 
为 5 的 内 面积 和 外 面积 , 用 w(5) 各 (5S) 表示 : 
(5)= lim w(Am), (5)= lim, w(Am). 
因为 4。cSc Am, 所 以 一 般 地 ， 
w(S) < w(s), 
车 w(5) = 5(S), 则 称 5 的 面积 确定 , 并 且 5S 的 面积 定义 为 
w(S) =w(5) = w(5). 
车 w(5) < 5(S), 则 称 5 的 面积 不 确定 . 若 Am 是 包含 于 5 的 开 核 (5) 的 Q 吕 . 的 并 
集 , Bm 是 与 5 的 边界 [5] - (5S) 没有 公共 点 的 @ 俊 的 并 集 , 则 


Am C 4 C Am C AmU Bm, (Am)N (Bm) = ©@, 
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所 以 
w(4m) < w(Am) <w(4m) < w(Am) + w(Bm). 
因此 , 车,lim_w(Bm) = 0, 则 


sim, oAm) = lim (Am) = ,lm (Am), 


即 5 是 面积 确定 的 , 并 且 其 面积 w(5) 与 开 核 (5) 的 面积 lim_w(Am) 一 致 . 根据 
引 理 7.2, 在 定义 7.3 的 意义 下 的 闭 区 域 , 即 边 界 是 由 有 限 条 初等 曲线 组 成 的 有 界 闭 
领域 的 面积 确定 . 例 7.1 的 [D] 和 [如 给 出 了 面积 不 确定 的 有 界 闭 领域 的 例子 . 微 
积分 中 对 于 面积 的 考察 传统 上 一 般 从 有 界 点 集 的 内 面积 和 外 面积 开始 , 但 是 在 实际 
应 用 上 适合 我 们 使 用 的 区 域 是 定义 7.3 意义 下 的 闭 区 域 或 其 有 限 个 的 粘 接 ”所 以 
本 书 将 对 象限 定 在 领域 及 闭 区 域 上 来 考察 面积 . 领域 及 闭 区 域 分 别 是 实 直线 上 的 开 
区 间 和 闭 区 间 在 平面 上 的 自然 推广 . 

d) 累 次 积分 

设 %(z) 是 闭 区 间 [a,6] 上 连续 且 是 满足 y(z) > c (c 是 常数 ) 的 关于 z 的 函数 . 
如 果 


K={(z,yVla r&b,c<y< vr)), 
那么 K 是 闭 区 域 . 


1 1 
0 a b EE 


定理 7.10 如 果 两 个 变量 z,y 的 二 元 函数 f(z,y) 在 闭 区 域 K 上 连续 , 那么 积分 
”Ta 由 是 ala < zs 月 的 连续 函数 并且 等 式 


a f(z,y)drdy = 人 / a f(z,y)dy (7.47) 


成 立 . 
四 高 木 点 治 《解析 概论》, p.329. 
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当 W(z) = d = 常数 时 , 等 式 (7.47) 可 以 回归 于 (7.11) 式 . 同 (7.11) 式 一 样 ， 
(7.47) 式 右边 形式 的 积分 称 为 累 次 积分 . 令 f(z,y) = 1, 则 (7.47) 式 变 为 


b 
oO0= /wa -or (7.48) 


定理 7.10 的 证 明 ”首先 证 明 (7.48) 式 . 在 高 中 数学 中 作为 事实 承认 了 (7.48) 式 
右边 的 积分 与 闭 区 域 K 的 面积 相等 , 但 在 那里 对 于 “面积 ” 却 没有 给 出 明确 的 定 
义 在 本 书卷 【的 4.1 节 中 将 (7.48) 式 右边 的 积分 定义 为 K 的 面积 , 但 若 根据 本 节 
c) 中 所 述 的 闭 区 域 面积 的 定义 , K 的 面积 w(K) 与 (7.48) 式 右边 的 积分 是 分 别 独 
立定 义 的 . 因此 , 此 处 必须 重新 证 明 (7.48) 式 . 

考虑 闭 区 间 [a,4] 的 分 割 A = {zozbhza yzmja=zo<zl<22< < 
zm = . 设 w(z) 在 每 个 小 区 间 [zk-1, zk] 上 的 最 小 值 和 最 大 值 分 别 为 yx 和 Mk， 
并 且 令 


54 = (pk — (zk — Zk), 
k=1 


Sa=》 (Mk— (zk — Zk-1), 
k=1 


则 根据 定 积分 的 定义 (4.1 节 )， 


b 
,sa Sa { Wwe- oa 


其 中 5[A] 表示 小 区 间 [zk-1,zx] 的 宽 的 最 大 值 max(zk 一 zk-1). 另 一 方面 , (px 一 
cj(zk - zk-i) 是 矩形 {(z,9)|zk-1 2< Tc SY < pk} 的 面积 , 所 以 若 
Aa= Ut yz < TS Thc YS pr} 


则 sa 是 矩形 块 44 的 面积 : sa = w(44). 同 理 , 若 


Ba= {Wr < rT< zc Sy < Me}, 
k=1 
则 SA = w(Ba). 44 和 Ba 都 是 闭 区 域 , 并 且 
AaACKcCBa. 
所 以 
w(4a) < w(K) < w(Ba), 
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即 
sA < w(K) < Sa. 
因此 (7.48) 式 成 立 . 
其 次 , 为 了 证 明 (7.47) 式 , 取 常 数 d, 使 得 < x < 5b 时 , 恒 有 w(z) < d, 并 且 令 
H={(z,Vla sr <b, csy<d), 
L={(z,yla < rb, Yr) <y<d), 
C={(7, V(r))la < x < b}. 
曲线 C 是 函数 少 的 图 像 ,C 将 矩形 五 分 割 成 两 个 闭 区 域 K 和 工 : H = KUL, KNL 
= C. 车 令 
g(z) = f(z, b(7)), 
则 g(z) 是 区 间 [a, 上 的 关于 zx 的 连续 函数 . 因此 , 若 令 


a<zskb c<y<vz) 时 fz,y) = f(z,y), 
agz<b, wr)<y<d 时 f(z,y) =g(), 


则 在 曲线 C 上 f(z,y) 和 g(z) 一致 ,所 以 可 以 将 定义 在 K 上 的 连续 函数 f(z,y) 延 
拓 为 定义 在 厅 上 的 连续 函数 f(z,Y). 令 si(z, = / Fe,g)dw 则 根据 定理 6.20 
的 (1), 6(z,y) 是 了 上 的 两 个 变量 z,y 的 连续 函数 . 因此 


wr) pz) 
fo sew Few slewla) 
是 关于 z 的 连续 函数 . 另外 根据 用 累 次 积分 表示 的 二 重 积 分 的 公式 (7.11) 式 ， 


| ewaray = [ "az [ “fe, ay. 


因为 矩形 被 分 割 成 两 个 闭 区 域 K 和 工 , 所 以 f(z,y) 在 KK 上 与 f(z,9) 一 致 ,在 
工 上 与 g(z) 一 致 , 因此 根据 定理 7.7， 


| Fewaray = stewaray+ f slay. 
d 
又 因为 /sody = g(a)(d 一 wo), 所 以 
wr) 


d Vz) 
f Few fayt odd ve), 
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所 以 ， 


b (z) b 
.stewaray + [ ga)dray = [= 厂 JGody+ /sd-wajdr 
因此 若 要 证 明 (7.47) 式 , 只 须 证 明 


b 
stwaray = { sto we)ar 
工 a 
即 可 , 为 此 , 根据 定理 7.7 和 (7.11) 式 ， 


b 
.sarav + [ gto)aray = ,soaray = f sw ou 
所 以 只 须 证 明 
b 
.saray = /sw -dae (7.49) 
即 可 . 


考虑 闭 区 间 [a,4] 的 分 割 A = {zo,z1,z2,… ,zmha= zo<zi<r < < 
zm = b, 并 且 对 应 于 分 割 4, 将 闭 区 域 K 分 割 成 m 个 闭 区 域 


Kx = {(z,yjlrk-i 和 z 和 zhhc 和 yy 和 az)}， 大 = 12…mm. 


则 (7.49) 式 的 右边 


Tk 
[sow -or= 5 ow) -os, 
k=1 v Th—1 
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再 根据 推广 的 中 值 定理 (定理 4.3), 存在 & 满足 
fs -gdz=sko Wo) -ods se < be < 
所 以 根据 (7.48) 式 ， 
b m m 
Ja -ouz= oootko = so {dray. 
a k=1 k=1 Kk 
另 一 方面 , 根据 定理 7.7, (7.49) 式 的 左边 
人 srdy = > 人 oaddy 

因此 

b m 

/saray = /oem -der = > jh (le) ~ g(r)drdy. 

gls) 在 闭 区 间 [a 机 上 一 至 连续, 所 以 对 于 任意 的 正 实数 <, 存在 正 实数 5(), 使 得 


只 要 Ilr- 引 < le)， 就 有 lg(z) 一 g(&)| < e. 
若 取 分 割 4, 使 得 5[4] < 5(e), 则 根据 (7.44) 式 


| em -sardy| < sot). 
因此 
b m 
1/ 9g(z)dzdy 一 / g(z)(y(z) -cjdz| <e Dj w(Kk) = ew(K), 
* k=1 
其 中 = 是 任意 的 正 实数. 所 以 等 式 (7.49) 成 立 0 


上 述 定 理 7.10 中 K 可 以 推广 到 更 一 般 的 闭 领域 的 情况 . 
推论 ” 设 wz) 和 yp(z) 是 在 闭 区 间 [a,8] 上 连续 , 并 且 在 开 区 间 (a,b) 上 满足 
(z) > p(z) 的 关于 z 的 函数 . 令 


下 ={(ryjle<z 和 bb yz) <y< yr)}. 


如 果 f(z,y) 是 定义 在 闭 领域 K 上 的 连续 函数 , 则 


b wr) 
人 f(z, drdy = / dz 人/ (fay (7.50) 
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证 明 设 c 是 [a,9] 上 使 2(z) > e 的 常数 , 若 


H={(z,yla gr <b, cs<ys 和 yc)}， 
L={(z,yla sr <b, c<y<koelz)}， 


则 互 和 工 都 是 闭 区 域 ,并 且 万 被 分 割 成 和 工 令 (zy) e K 时 , f(z,y) = f(z,y); 
(z,y) E 工时, f(z,y) = f(z,y(z)), 并 且 将 连续 函数 f(z,y) 延 拓 到 万 上 的 连续 函 
数 f(z,y). 则 根据 定理 7.10， 


| fewaray = / / 人 


hs b (z) ~ 
| flewaray = ff few 
所 以 根据 定理 7.7, 
/ste waray = | Fewaray | Fewaray 
K nH L 


= J ( [ li flz,y)dy — / jo flz, ww) 


b vr) 
= sf tea 0 
a vp(z) 


y yw 


车 在 (7.50) 式 中 令 f(z,y) = 1, 则 得 
b 
oO= /wa - ple)ar. (7.51) 
这 也 就 是 高 中 数学 中 学 过 的 闭 区 域 K 的 面积 用 一 重 积分 来 表示 的 公式 
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7.3 ”积分 变量 的 变换 


一 元 函数 的 定 积分 计算 中 关于 积分 变量 变换 的 换 元 积分 公式 (4.56) 非常 重要 . 
该 公式 在 一 定 条 件 下 可 以 推广 到 二 重 积分 的 情况 . 

a) 预备 性 的 考察 

设 DD 是 平面 上 的 领域 , f(z,y) 是 D 上 的 连续 函数 . 根据 7.2 节 a) 中 所 述 的 广义 
积分 的 定义 , 对 于 从 内 部 收敛 于 D 的 一 个 矩形 块 序列 {4Am}, 当 lim 人 |f(z, yldz 


dy < +eo 时 , 广义 积分 / f(z,y)dzdy 绝对 收敛, 其 值 为 
D 


J sewaray = 加 人 fle waray. 
D Am 


此 时 能 够 选取 矩形 块 序列 {Am}, 使 得 各 和 矩形 块 Am 是 闭 领域 , 即 开 核 (Am) 是 连通 
开 集 . 

[证 明 ] 从 有 限 个 矩形 的 考察 开始 ， 对 于 给 定 的 任意 两 个 都 没有 公共 内 点 的 有 
限 个 矩形 Ko Ki, Kz,…, Ka,…, Kv, 若 Kp Ks # ol(p 六, 则 Kon Ks 或 
是 由 一 点 构成 或 者 是 一 条 线段 ， 如 果 在 Ki, K2,…, K、,…, Ks 中 有 与 Ko 有 公 
共 线 段 的 项 , 设 其 中 之 一 为 Ks,， 如果 在 Ks( 和 关 0, 入 关 Xi) 中 存在 与 Ko 或 者 
Ks、， 有 公共 线段 的 项 , 设 其 中 之 一 是 Ks。; 如 果 在 KA( 入 关 0, 入 尖 Xi 入 头 》) 
中 存在 与 Ko, KA， 或 KA。 有 公共 线段 的 项 ， 设 其 中 之 一 是 K、,， 以 此 类 推 , 可 
得 Ks, Kxs,… 直至 Ka,, 虽然 KM 与 Ko, Kay, Ka,,…, Ks,_, 之 一 有 公共 线段 ， 
但 是 KA(A 天 0, 入 关 Nt … ,入 头 Xp) 与 所 有 的 Ko, Ka,, Ks,,…,K、, 都 没有 公 
共 线 段 ， 为 方便 起 见 , 将 Ki, Kz,…, Ku 变换 排列 顺序 使 得 Ks， = Ki, Ks, = 
Kz,，…,Ks, = Kp. 即 当 入 = 1,2,…,p 时 , Ka 与 Ko, Ki,K2,…, Ka-1 之 一 有 公 
共 线段 ; 当 入 = 了 +Lp+2 2 时 , K、 和 Ko, Ki, K2,…, Kp 都 没有 公共 线段 ". 
此 结果 归纳 为 如 下 引 理 : 


引 理 7.3 ， 设 Ko, Ki, Kz,…, Ks 是 给 定 的 任意 两 个 都 没有 公共 内 点 的 有 限 个 矩 
形 . 车 将 Ki, K2,…, Kw 适当 地 变换 排列 顺序 , 并 且 将 它 重新 记 为 Ki, Ka ……Kw， 
@@ 当然 根据 情况 不 同 有 时 p = v. 
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则 当 入 = 1,2,…,p 时 , Ka 与 Ko, Ki,…, Ks-1 有 公共 线段 ; 当 入 =p+1,…,v 时 ， 
Ka 与 Ko, K1,…, Kp 都 没有 公共 线段 . 

假设 矩形 块 A 和 其 一 个 内 点 P,P。e& (4) 给 定 . 如 7.1 节 d) 所 述 , 4 是 
任意 两 个 都 没有 公共 内 点 的 有 限 个 矩形 Ko, Ki, K2,…, Ks 的 并 集 ， 则 根据 引 理 
7.3, Po € Ko, 当 入 = 1,2,…,p 时 , 天 与 Ko, Ki,…, Ka-1 之 一 有 公共 线段 ; 当 
入 =D 十 1 2 时 , Ka 与 Ko, Ki,…, Kp 都 没有 公共 线段 . 令 


4o= KoUKIUK2U…URKEp， 

A1= KpriU Kpr2 UU Ky. 
车 Ks 与 Ko 有 公共 线段 , 则 KU Ko 的 开 核 (K、 U Ko) 是 连通 开 集 , 所 以 ho 的 
开 核 (4o) 是 连通 开 集 , 即 (4o) 是 领域 , 从 而 Ao 是 闭 区 域 . 显然 , 4 = 4o U A1, 并 
且 honn 4h1 是 由 至 多 有 限 个 点 组 成 的 集合 . 若 Pe 4on A1, 则 P 是 4 的 边界 点 . 


这 是 因为 , 若 Pe Ko c ho, Pe Ko c hi, 则 Kpn Ko = {P}), 并且 除 Ko, Ko 以 
外 的 Ka 不 包含 点 P. 因此 


(4) = (A0)U(A1), (40)N(41)=%2. (7.52) 


一 般 地 , 给 定 平面 上 的 开 集 W 和 点 Po e W 时 , 若 把 W 内 能 够 通过 折线 与 
点 PB 连接 的 点 Pe W 的 全 体 的 集合 设 为 Wo, 则 根据 前 面 的 证 明 结果 , Wo 是 W 
的 包含 PB 的 最 大 连通 开 子 集 . 即 Wo c W 是 包含 忆 的 连通 开 集 , 并 且 包含 满足 
RD eV C W 的 所 有 连通 开 集 V: V c Wo. 包含 此 忆 的 W 的 最 大 连通 开 子 集 Wo 
称 为 W 的 包含 Po 的 连通 分 支 (connected component). 

上 述 的 (4o) 是 (4) 的 包含 的 连通 分 支 . 这 是 因为 , 对 于 给 定 的 连通 开 集 
V, EV Cc (4), 车 令 W=VNn(40), Vi =VNn(41), 则 Wo, Vi 都 是 开 集 , Po € Vo， 
并 且 根 据 (7.52) 式 ,V = WUVi, WnWVi= 9, 所 以 Vi=68,V=Wc(4o). 因此 
4o = [(4o)] 的 确定 与 把 4 分 割 为 有 限 个 矩形 Ko, Ki,…, K 的 分 割 方法 无 关 . 为 
方便 起 见 , 本 节 中 称 Ao 为 短 形 块 4 的 包含 包 的 分 支 . 
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对 于 给 定 的 领域 D, 设 {Am} 是 7.2 节 a) 中 导入 的 从 内 部 单调 地 收敛 于 DD 的 
典型 的 矩形 块 序列 . 即 Q 缉 作为 (7.22) 式 的 正方 形 , 当 D 有 界 时 , Am 定义 为 包含 
于 吃 的 Q 允 的 并 集 ; 当 DD 无 界 时 , 4w 定义 为 包含 于 DN{(z,y) |z| <m,ly| <m} 
的 @w. 的 并 集 . 这 样 确定 的 矩形 块 序列 的 最 初 几 项 41, 42,… 可 能 是 g, 这 种 情况 
下 , 可 以 令 不 为 g 的 第 一 项 为 4。, 将 41, 42, 43,… 用 A。, 4c+1, Ae+2,… 代替 即 
可 . 为 方便 起 见 , 考察 41 了 9 的 情况 . 

设 己 是 4i 的 一 个 内 点 . 因为 pe (41) c (4m), 所 以 对 于 每 个 自然 数 m, 存 
在 矩形 块 Am 的 包含 Po 的 分 支 Amo. 当 m <n 时 , (hm) c (hn), 所 以 车 取 (Am)， 
(hn) 的 包含 Po 的 连通 分 支 , 则 (4mo) C (4no). 因此 


Alo C Ax CC Am CC:., AmoCD. 


从 而 要 证 明 矩 形 块 序列 {4wo} 从 内 部 单调 收敛 于 D, 只 须 证 明 (4mo) = 呈 即 
可 . 为 此 车 任 取 点 Pe D, 则 因为 D 是 连通 开 集 , 所 以 Po 各 可 以 通过 D 内 的 折 
线 工 连接 . 若 取 正 实数 充分 小 , 则 对 于 L 上 的 每 一 点 P, PP 的 邻 域 Ue(P) 包含 于 
D: Ue(P) c D. 为 了 验证 此 事 , 无 论 取 多 么 小 的 < 我 们 都 假定 存在 满足 Ue(P) ¥ D 
的 点 Pe 工 . 则 对 于 每 一 个 自然 数 n 都 存在 满足 Uijn(P) 和 了 的 点 Pe L. 因为 
点 列 {P} 有 界 , 所 以 它 具 有 收敛 的 子 列 {Puj, na < na < ns < … (定理 1.30). 若 
令 该 极限 为 P = Jim Ps 则 Po es 工 C D, 所 以 存在 满足 Ue(P%)cD 的 e,e >0. 
车 j 取 充 分 大 , 则 有 Pu € Uj2(Pxo), 1/ny < s/2, 从 而 Uiyn, (Py) c Ue(Px) CD, 
与 Uijn(Pn) YD 矛盾 . 

因此 , 若 取 充分 小 的 s, s > 0, 则 对 于 每 一 点 PeL 都 有 Ue(P) C D. 对 于 该 e， 
取 m 使 得 bm = 1/2m < e/3. PP 包含 于 某 个 正方 形 @ 趴 : PE Q 凡 . 若 令 Q(P) 是 与 
该 正方 形 @ 供 有 公共 点 的 9 个 正方 形 8, i 二 一 1,h,h+1,j 二 上 一 1,k,k 十 1 的 
并 集 , 则 Q(P) c Ue(P) c D, 所 以 Q(P) c hm. 又 因为 P 是 正方 形 Q(P) 的 内 点 ， 
所 以 Pe (Am), 因此 工 C (hm). 故 Pie (Amo), 其 中 已 是 属于 DD 的 任意 点 . 从 而 
对 于 任意 点 Pe D, 当 取 充分 大 的 自然 数 m 时 , Pe (Amo). 所 以 DU (hrm) =D. 
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即 {Amo} 是 从 内 部 单调 收敛 于 D 的 矩形 块 序列 , 并 且 每 个 矩形 块 Amo 都 为 闭 区 
域 . 口 

上 述 的 每 个 闭 区 域 Amo 都 是 满足 Q 骂 < 4mo 的 正方 形 9 中 的 并 集 . 所 以 车 
将 满足 Qi c 4io 的 正方 形 Qi 排 成 一 列 并 且 用 Q1,Q2,…, Qn, 表示 , 则 


Aio = Q1U Q2 UU Qn 


车 将 满足 Q2, C A20, Q% Y Aio 的 正方 形 Q3 排 成 一 列 并 且 用 Qu+t Qny+2，…， 
Qns 表示 , 则 
420 = Q1U Qa UU Qn U Qnt1U :Una 


一 般 地 , 车 将 满足 Q 风 Cc Amo，Q@ 风 KA4(m-1o 的 正方 形 你 排 成 一 列 并 且 用 
Qnm_i+tl… ;Qnm 表示 , 则 


Amo = Q1U Q2 UU nn UU Qnn. 
以 此 类 推 , 若 Q1, 82,…, Qn，… 确定 , 则 显然 有 
也 =QiUQzUQasU…UQnU 


此 时 适当 地 调整 @Ql，Q2,……,Qn，…… 的 顺序 ， 使 得 关于 每 个 n 的 部 分 和 QI U 
Q2U…UQn 可 以 成 为 闭 区 域 . 

[证 明 ] 设 引 理 7.3 中 给 出 的 矩形 Ko，K1,…, Ku 排列 成 : 对 于 p, p < 内 当 
入 = 1,2,…,p 时 , Ks 与 Ko, Ki,…,Ks-1 之 一 有 公共 线段 . 车 KoU KiU.…UK, 
是 闭 区 域 , 则 只 要 将 剩 下 的 Kpt1，Kp+2，,…,Ku 适当 地 变换 顺序 重新 排列 ， 对 于 
入 = p 十 1 ,zw 就 能 够 使 K 与 Ko，K1,…,Ks-1 有 公共 线段 ， 这 是 因为 , 根 
据 引 理 7.3 的 证 明 过 程 , 若 假设 以 上 不 能 成 立 , 则 对 于 某 一 个 p,p < p < v, 当 
入 = p+Lp+2…… 淫 时 , Ka 与 Ko, Ki,…, Kp 中 的 任何 一 个 都 没有 公共 线段 , 从 
而 (KoU KiU…U K,) 被 分 割 成 两 个 没有 任何 公共 点 的 开 集 (KoU Ki1U…U KK;) 
和 (Kp UU K,). 

因为 4io = Q1UQ2U…UQn, 是 闭 区 域 , 所 以 适用 于 上 述 的 结论 . 首先 将 Q1， 
Q@2,…, Qn, 排列 成 使 每 一 个 Qs( 和 = 2,…,mi) 与 Qi, Q2,… ,QA-1 都 有 公共 线段 . 
其 次 , 因为 Az0 = Qi U…UQn U…UQn: 是 闭 区 域 , 所 以 变换 Qn,+1,…, Qn 
的 排列 顺序 使 得 QA(A = ni 十 1,…,n2) 与 Q1, Qa，……,QA-1 都 有 公共 线段 .以 下 
同 理 , 对 于 每 一 个 m = 3,4,5,… 将 Qn,。_,+1,…, Qn 变换 排列 可 得 , Qn 与 Qu 
Q@2,…,Qn_1 都 有 公共 线段 . 因此 , 部 分 和 Qi U Q2U…U Qn 是 闭 区 域 . 若 


An = Q1UQ2U.…UQn, 
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则 hmo = Ahn,, 所 以 总 (4n) = vo (hmo) = D. 即 下 面 的 引 理 成 立 : 
引 理 7.4 对 于 平面 上 的 领域 也， " 窑 在 满足 下 面 三 个 条 件 的 正方 形 Qi, @2, Qa,… 
Qn 

四 Douenuesuuesu (Qn) N (Qe) = (m@#n); 

(2) 矩形 块 4 = Q1U Q2U…U Qn 是 闭 区 域 ; 

(3) 矩形 块 序列 {A。} 从 内 部 单调 收敛 于 D. 

此 时 , 对 于 D 上 的 任意 连续 函数 f(r, ), 根据 (7.16) 式 ， 

人 f(z,y)dzdy = 二 人 f(z,y)dzrdy. 

所 以 


m—o0 


elaray = ,lm [Velardy = > 人 (elaray. 
所 以 着 羡 用 IGewlaray < +oc, 则 广义 积分 /Tte ydzay 绝对 收 全 并 且 
nlvQn 


内 f(z,y)dzdy = 2 人 f(z,y)drdy. (7.53) 


一 般 地 , 对 于 平面 上 满足 下 列 两 个 条 件 的 领域 D: 
上 = 都 是 闭 区 域 ; 
(2) 总 (Hn)= 
若 DD 局 i Ki1, Kz, Ks,…, Kn,… 的 并 集 ， 


D= RiUK2U:..UKnU:, (Km)N(Kn)=2 (mz#n), 


那么 就 称 DD 被 分 割 成 闭 区 域 Ki, K2, Ka,…, Kn,…. 引 理 7.4 表明 了 任意 的 领域 
万 都 可 以 被 正方 形 Qi1, 8@2, 83,…, Qn,… 所 分 割 . 

定理 7.11 ” 设 领 域 D 被 闭 区 域 Ki,K2, Ka,…, Kn,… 分 割 . 如 果 f(z,) 是 DD 
上 的 连续 函数 , 那么 


Le = > .Velaray. (7.54) 
广义 积分 用 faray 在 >” 人 1G)ldzdy < +oo 时 绝对 收敛 并 且 
Ca 


hreswaray = 3 人 fodrdy, (7.55) 
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证 明 设 FLP) = f(z,y),P= (z,). 因为 Hm = KiUK2U…U Km 是 闭 区 域 , 所 
以 根据 定理 7.7 和 (7.32) 式 ， 


二 人 WP)lao = fF (Plaw = fs |f(P)law. 
因此 遇 
> Rk Pe = um 人 mae (7.56) 
另 一 方面 , 车 {4,} 是 从 内 部 单调 收敛 于 D 的 矩形 块 序列 , 则 
sm Pe = /rp 
A 是 有 界 闭 集 且 A,c D = 已 (Hn), 所 以 根据 Heine Borel 覆盖 定理 (定理 1.28)， 
每 一 个 An 被 有 限 个 (Hm) 所 覆盖 ， 
An © (HI) U (Ha) UU (Hn,) = (Hm), 
所 以 
f pas, Paw 
An (Hmn) 
因此 
fiw < sm {Pla (7.57) 
D (Hm) 
当 六 |f(P)ldw = +o0 时 , 从 (7.56) 式 可 以 得 到 (7.54) 式 . 当 人 If(P)ldw < +eo 
时 , 因为 (Hm) C D, 则 根据 (7.27) 式 ， 


| J sep {fp 
D (Hm) 
从 这 不 等 式 以 及 (7.57) 式 可 得 


< [pao {Pe 
ipa = slim, {HP 

D J (Hm) 

J spe = tm {Pa 

D TJ(Hm) 


所 以 根据 (7.56) 式 , (7.54) 式 成 立 . 因此 由 定理 7.7 和 (7.32) 式 有 ， 


立 J spa = Pa = fi Pe 


n=]1 
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故 (7.55) 式 成 立 . 口 

b) 映射 和 坐标 变换 

一 般 地 , 设 5, 了 为 集合 , 如 果 每 一 个 元 素 se 5 分 别 与 一 个 元 素 te T 相对 
应 , 那么 就 称 对 应 p : s 一 上 = p(s) 为 从 S 到 了 的 映射 (mapping), 称 S 为 映射 p 
的 定义 域 , 称 p(5) = {p(s) |s e 5} 为 值 域 , 称 t = y(s) 为 由 映射 p 得 到 的 s 的 
像 (image). 当 p(5) = 了 时 , 称 yy 为 5 到 了 的 满 射 . 此 外 ,对 于 wp:s 一 t+=y(s) 是 
5 到 了 的 映射 , 光 :t 一 4 = v(t) 是 了 到 上 U 的 映射 , 称 s 一 =y(yp(s)) 为 p 和 由 
的 复合 映射 , 并 用 % ep 表示 等 , 这 些 都 已 在 高 中 数学 中 学 过 . 对 于 T 的 任意 子 集 
W, 满足 p(s) e W 的 3 的 元 素 s 的 全 体 的 集合 称 为 由 y 得 到 的 W 的 逆 像 (invers 
image), 并 用 p-!(W) 表示 : 


yp (W) = {se Slp(s) € W}. 


对 于 5 的 任意 子 集 V, 显然 {p(s) |s e V} 表示 集合 p(V). 当 y 是 一 一 映射 时 , 对 
于 每 一 个 te yp(5), 存在 唯一 的 se 5 满足 p(s) =t. 称 此 s 为 由 p 得 到 的 t 的 逆 
像 , 用 gp-1(t) 表示 : s = yp-1(t). 则 


pl:t—s=9 1(t) 


是 以 p(5) 为 定义 域 , S 为 值 域 的 映射 . 称 此 映射 p-! 为 p 的 逆 映 射 (inverse map- 
ping). 

如 果 z = p(w,v),y = yw(u,v) 是 定义 在 平面 上 某 个 点 集 巨 上 的 两 个 变量 ww 
的 二 元 函数 , 则 每 一 点 (w,v) e 已 分 别 有 一 个 点 (z,y) e R2 与 之 相对 应 , 该 对 应 


$: (0) = (2,9) = Blu,v) = (pu), ylu,v)) 


显然 这 是 EE 到 R? 上 的 映射 . 当 p(w,v), vw(u,v) 是 两 个 变量 u,v 的 二 元 连续 函数 
时 , 称 5 为 连续 映射 (continuous mapping). 当 已 是 领域 , 并 且 p(w,v),yw(u,v) 在 马 
上 连续 可 微 时 , 称 5 为 连续 可 微 映 射 或 81 类 映射 . 

车 B 是 定义 在 领域 上 的 连续 映射 则 任意 开 集 W 的 逆 像 $-1(W) 是 开 
集 ”. [证 明 ] 车 5-1(W) 不 是 开 集 , 则 6-1(W) 最 少 包含 一 个 边界 点 . 假设 该 边界 点 
为 (wo,vo), 则 (zo,yo) = (wo,vo) EW. 又 因为 (wo,vo) < 8-1(W) CB 是 8-1(W) 
的 边界 点 , 所 以 存在 收敛 于 (wo,vo) 的 点 列 { (un, vn)}, (un, vn) $B-1(W), (un,vn) € 
已 根据 假设 , p(wv), (u,v) 是 连续 函数 , 若 令 (zn,yn) = Blun,vn), 则 


(zn, Yn) = (Pun, Un), Yun, on)) 一 (zo,yo) 人 一 oo). 
人 对 于 任意 的 开 集 W C R?, $1(W) = {(w,v) e E|6(u,v) e W} 是 开 集 . 
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另 一 方面 , 因为 (wn,vn) #4 -1(W), 所 以 (zn,yn) = B(un,vn) #4 W. 这 与 W 是 开 
集 矛 盾 . ml 

当 映 射 8 : (wv) 一 (z,y) = (p(wv),w(w,v)) 在 区 域 上 连续 可 微 时 , 根据 
(6.14), 


Or Or 
| drz= WY + 机 


dy= Mau + Bau. 


Or/Ou Dr/pu 


称 上 式 右 侧 du, dv 的 系数 矩阵 | By/au Oy/0v 


matrix), 其 行列 式 


| 为 映射 盏 的 雅 可 比 矩 阵 (Jacobian 


Ju(uau) wu) 


加 和 (wD 


Or 
Bo = 
Ny 
Du 
称 为 函数 行列 式 (function determinant), 或 者 雅 可 比 式 (Jacobian). 函数 行列 式 用 


D(zy) Ozy) ap 芒 

Dlww” Bw,v)’ Blu,v) 
等 符号 表示 ”车 $ : (wo 一 (z,y) = (yp(w,v),w(wv)) 在 领域 B 上 连续 可 微 ， 
丈 : (Zz,y) 一 (wz) = (w(x,y),C(z,y)) 在 领域 D 上 连续 可 微 且 $(E) c D, 则 根据 
定理 6.21, 复合 映射 


SI Fl 


WoB: (u,v) = (wv,2) = (wv(p(u,0), u,v)), Plu 0), uv) 


在 马上 连续 可 微 , 并 且 根据 (6.24) 式 ， 
aw gu] [oo Ww 


O02 Oz 
Du bu 


人 中 人 
© Fle 


等 式 两 边 车 取 行列 式 , 则 
O(w, z) BS O(w, z) O(x,y) 
Oluv) Ol(z,y) (u,v) 


@ 表示 函数 行列 式 的 符号 并 不 固定 . 也 有 人 将 雅 可 比 矩 阵 用 8(z,y)/8(u,v) 表示 , 而 将 函数 行列 式 写 
成 det 8(z,y)/a(u v). 


(7.58) 
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特别 地 , 若 交 是 5 的 逆 映 射 , 则 
aaa 人 _ 
O(z,y) Ou,v) 
定理 7.12 设 5: (wv) 一 (z,9) = (p(w,v),w(wv)) 是 从 领域 到 R2 的 连续 
可 微 映射 ,J(w,v) = wuyo - woyu 是 其 函数 行列 式 . 那么 在 点 (uo,vo) E 五 处 , 车 
J(uo,v0) 天 0, 则 5 是 (wo,vo) 的 充分 小 邻 域 0 CB 到 (zo,yo) = 8(uovzo) 的 一 个 
邻 域 W 的 一 一 映射 . 并 且 若 将 $ 的 定义 域 限制 到 U, 则 5 的 逆 映 射 6-19 在 三 
上 连续 可 微 . 
为 了 证 明 此 定理 , 我 们 将 映射 $8 : (wz) 一 (z,y) 看 作 本 : (wv) (zuj) 和 
o(Z,v) 一 (Z,y) 的 复合 映射 Boo ,并 且 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 7.5 如果 p(w,v) 在 矩形 K = {(w,v)la sugbc<v< d} 上 连续 可 微 , 并 
且 恒 有 yu(w,v) > 0, 则 


(7.59) 


$1 : (u,9) = (2,v) = (pu, 0), 0) 
是 从 K 到 闭 区 域 
H={(z,v)lp(av) Sz < ylb,v), csvgd} 
的 连续 一 一 映射 , 其 逆 映 射 是 用 定义 在 万 上 的 连续 函数 A(z,v) 表示 为 
B71 : (2,0) = (u,v) = (Mz,v),v) 


的 连续 映射 . 5 在 (K) 上 连续 可 微 , 867! 在 ( 玉 ) 上 连续 可 微 , 即 Mz,u) 是 (H) 上 
的 连续 可 微 函数 . 

证 阴 ” 若 固定 w 因为 已 知 pu(wu) > 0, 所 以 z = y(u,v) 是 定义 在 闭 区 间 [a,] 上 的 
4 的 连续 可 微 的 单调 递增 函数 . 所 以 根据 定理 2.6, 其 值 域 为 闭 区 间 [p(a,w), yp(b， 四 
再 根据 定理 2.7 和 定理 3.4, 其 反 函 数 v = A(z， 2) 是 定义 在 [p(a,v), yp(b,v)] 上 的 关 
于 z 的 连续 可 微 的 单调 递增 函数 , 并 且 


和》z(z,u) = ， LU = A(z,v0). (7.60) 


eek 
Yulu, v) 
因为 z = p(w,v) 的 值 域 为 [ola ,po(boj 所 以 @: (wa 一 (mo = (p(w,0),v) 
的 值 域 为 闭 区 域 五. 根据 A(z,v) 的 定义 ， A(p(u,0),v) = 所 以 (zu) 一 (u,v) = 
(A(z,v),v) 是 而 的 逆 映 射 : 


B71 : (zu) 一 (wo) = (A(z, 0), v0). 


@ 虽然 应 该 写成 “Bu 的 逆 映 射 $j ”, 但 是 为 了 避 开 复杂 的 符号 将 Br; 用 表示 相同 含义 的 符号 古 
来 表示 . 
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为 了 验证 A(z,v) 是 H 上 的 两 个 变量 z,y 的 二 元 连续 函数 , 我 们 假设 和 (z,v) 
在 点 (z,,v,) e 五 处 不 连续 , 则 对 于 某 一 个 正 实数 e, 存在 收敛 于 (z,,v,) 的 点 列 
{(zZn,vn)}, (zn,vn) €& 瑟 , 使 得 

[Xzn, vn) — MZo, v1)| > < 
车 令 un = 和 (zn,vn), 则 因为 a < ws < b, 所 以 根据 定理 1.30, {wu} 具有 收敛 的 子 列 
funy},ni < n2 <… < nj <.…. 设 该 极限 为 c= un 并 且 令 ws = A 和 (ZT.,v,), 
则 
le-u.|= ju 一 we| > <. 
另 一 方面 , 车 4 = A(z,v), 则 z = (wo), 所 以 zw = pluniyun)zy = plu,v,). 因 
此 w(wv) 是 连续 函数 , 从 而 
Tv = jim, zn, = lim, punss vn;) = p(c, v4). 
即 Plus,w。) = p(c,v.),c 关 U。. 这 与 p(w,v) 是 关于 的 单调 递增 函数 矛盾 , 因此 
和 (z,v) 是 关于 变量 z,v 的 二 元 连续 函数 . 

根据 (7.60) 式 , A(z,v) 关于 z 可 偏 微 , Me(z,v) 是 关于 变量 xz,v 的 二 元 连续 函 
数 . 为 了 证 明 w= A(z,v) 在 (五) 上 关于 vw 可 偏 微 , 对 应 于 v 的 增 量 Av 取 v 的 增 
量 为 Au: w+ Au = A(z,v + Av), 则 

z= yp(u,0) = plu + Au,v + Av), 
所 以 

plut Au,v + Av) — y(u,v) =0, 
因此 根据 Taylor 公式 (6.28)， 


pulut+ OAu,v+0Av)Au + yuut+0Au,v+0Av)Av =0 0<0<1. 
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4 二 入 (z,v) 是 关于 z,v 的 二 元 连续 函数 , 所 以 当 Av 一 0 时 Au 一 0. 因此 
Au _ 和 po(u t+ OAu,v + OAv) _ pow v) 


de Av AvmopuutOAMu vOM) puluv)’ 
即 , A(z,v) 在 ( 玉 ) 上 关于 v 可 偏 微 , 并 且 
_ pow,v) 
ul 0)” 
故 Xu(z,u) 是 ( 互 ) 上 的 两 个 变量 z,v 的 连续 函数 , 从 而 A(z,v) 是 (五 ) 上 关于 z,v 
的 二 元 连续 可 微 函数 . 口 
当 在 天 上 恒 有 wu(wv) < 0 时 ,车 令 H={(z,v)|p(b,v) szswelaujicsv 和 
d), 则 引 理 7.5 依然 成 立 . 
定理 7.12 的 证 明 ”根据 假设 ， 


Nv(2,0) = u = A(z,v). (7.61) 


Pu(uo, Vo) Wo (U0, V0) — Pou0, vo) Wu (uo, v0) = J (uo, vo) #0, 


所 以 pu(wo,v0), po(uo,vo) 中 至 少 有 一 个 不 为 0， 无 论 哪 种 情况 都 相同 , 所 以 不 妨 
设 pu(wo,vo) 关 0， 则 pu(wo,wo) < 0 或 者 pu(uo,vo) > 0, 并且 J(wo,vo) > 
0 或 者 J(uo,vo) < 0, 但 是 无 论 哪 种 情况 都 一 样 ， 所 以 我 们 不 妨 考 虑 pu(uo,vo) > 
0，J(uo,vo) > 0 的 情况 ， 此 时 wu(wu) 和 J(w,v) 都 在 B 上 连续 , 所 以 若 取 
(wo,v0) 的 < 邻 域 Ue((wuo,v0)) c 互 , 当 。 > 0 充分 小 , 则 在 Ue((wo,vo)) 上 恒 有 
pulu,v) > 0，J(uuv) >0. 取 a=uo—e/2, b= ut+e/2, c= vo-e/2, d= vo+e/2, 
并 且 令 

K={(uv)la sugb,cs<v<d), 
则 K 是 以 (wo,vo) 为 中 心 、s 为 边 长 的 正方 形 , 并 且 天 c Ue((wo,vo)). 因此 根据 引 
理 7.5， 

更 :0 一 (cz 一 (po 
是 K 到 闭 区 域 = {(z,v)|p(a,v) <z<oelbuc<uws<d 上 的 连续 一 一 映射 , 其 
逆 映 射 

Bl: (10) — (u,v) = (Mz,v),v) 
在 末 上 连续 , 在 (五 ) 上 连续 可 微 . 因为 

$: (az) 一 (3) = (pu,v), plu, v0)) 

在 巨 上 连续 可 微 , 所 以 


B= Bo Bi : (2,0) — (7,y) = (7, (Mz,0), 0)) 
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在 (H) 上 连续 可 微 . 若 
T(z,0) = (A(z, 0), 0), 
则 7(z,v) 是 (五 ) 上 的 连续 可 微 函 数 , 并 且 
$2 : (7,0) = (72,y) = (zir(zo)). 
若 令 (zo0,v0) = 看 (wo,vo) = (pluo, v0),v0), 则 plasv0) < zo < plbyvo)c < vo < ad 
所 以 (zo,vo) e ( 吾 ). 若 对 T(z,v) = W(X(z,v),v) 关于 v 微分 , 则 根据 (7.61) 式 ， 


Re 二 poyu) 


即 得 


,w= Mz,v). (7.62) 
因为 J(w,v) > 0,pu(wu,v) > 0, 所 以 在 (H) 上 恒 有 Tv(z,v) > 0. 取 (五 ) 内 以 (zo, vo) 
为 中 心 的 矩形 
Ki ={(zujlesz<sdwa<v 和 bj， 
并 且 将 5 的 定义 域 限制 到 Ki 上 , 将 引 理 7.5 中 的 wv,z,p(u,v) 分 别 替换 成 ,x,y， 
T(z,u), 再 应 用 于 B&, 则 
$a: (1,0) = (7,Y) = (cr(co)) 

是 从 Ki 到 闭 区 域 

Hi={(z,Wle < zdi,r(z,a) Sy < T(z,b1)} 
上 将 (Ki) 映 成 (三) 的 连续 的 一 一 映射 , 并 且 逆 映射 871 : (z,y) 一 (z,o) 在 而 
上 连续 , 在 (五) 上 连续 可 微 . 因此 , 由 本 得 到 的 (Ki) 的 逆 像 : 

U= GTA((K1)) = {(u,v) (cv) <u < Mdi,v),ar <v < hh} 
是 包含 (wo,vo) = B71(zo,vo) 的 领域 , 5 = 6。o 5B1 是 从 U 到 领域 W = (本 ) 的 映 
射 . 并 且 若 将 $ 的 定义 域 限制 在 UV 上, 则 逆 映 射 8-! = B71o B71! 在 W 上 连续 
可 微 . 口 
对 于 给 定 的 领域 Dc R2, 设 
$: (40) (3,9) = Blu,v) = (plu,v), Yu,v)) 

是 从 领域 到 D 上 的 连续 可 微 的 一 一 映射 , 并 且 在 每 一 点 (wv) e 处 有 


J(u,v) = 守 0. 
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则 根据 定理 7.12, 逆 映 射 
71: (29) = (0) = $7 (zy) = (uz,Y), vz,Y)) 


也 是 连续 可 微 的 , 即 w = wu(z,y),v = v(z,y) 是 D 上 关于 z,y 的 二 元 连续 可 微 函 
数 . 若 5 作为 实数 对 (wu,v) e 已 和 点 P = (zx,y) E D 之 间 一 一 对 应 , 则 D 的 
每 一 点 P = (zx,y) 可 以 通过 对 应 的 (u,v) 来 确定 , 所 以 可 以 把 实数 对 (u,v) 作为 
点 卫 = (z,y) = $B(w,v) 的 新 坐标 . 从 而 8-1 : (z,y) 一 (u,v) 成 为 将 点 P 的 原 
坐标 (z,y) 变 为 新 坐标 (wu) 的 坐标 变换 (transformation of coordinates)， 如 果 坐 
标 (wv),w = wu(P) = u(z,),v = v(P) = uv(z,g) 与 每 一 点 已 = (z,y)ED 相 
对 应 , 那么 称 这 个 对 应 P 一 (u,v) = (u(P),v(P)) 为 D 上 的 坐标 系 ”(system of 
coordinates). 如 果 称 R2 = {(z,y) 100 <z < 十 oo, 一 00 <y< +oo} 为 (z,y) 平面 ， 
BR2 = {(w,v)|-00 <u<+o0, 一 00 <v<+o0} 是 (w,v) 平面 , 则 易 知 $ 是 从 (w,v) 
平面 上 的 领域 EB 到 (z,y) 平面 上 的 领域 D 的 映射 . 同 理 , 称 坐标 系 P 一 (u,v) = 
(u( 了 P),v(P)) 为 (wu) 系 , 称 坐 标 系 已 = (z,y) 一 (z,y) 为 (z,y) 系 - 

例 7.2 设 a,B,7,6,a,b 是 常数 ,a6 一 By 关 0, 若 令 


{ zz 一 pu)=au 十 Bo 十 a， 


7.63 
y=ww,v) = T+ 6v+b, (1) 


外 有 时 坐标 系 也 简称 为 坐标 - 
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则 更: (ww) 一 (z,g) 是 从 R2 到 R? 上 的 一 一 映射 . 称 映射 6 为 仿 射 变换 (affine 
transformation). $ 的 雅 可 比 矩 阵 是 | ~ 和 | 函数 行列 式 是 J = a5 - By. 关于 
wa 解 一 次 方程 组 (7.63), 得 


_5 _B -5a+B 
| J 7 


Ro (7.64) 


ER 
v= J*+jy+ 


J 


坐标 变换 : (z,y) 一 (wv) 是 由 (7.64) 式 给 出 . 


高 中 数学 中 首先 涉及 的 是 平面 , 确定 了 平面 上 的 坐标 轴 后 我 们 首先 考虑 了 该 平 
面 上 的 坐标 系 , 但 本 书 中 的 平面 定义 为 直 积 空间 R2 = RxR = {(z,y) |z € R,y e R}， 
所 以 在 平面 R? 上 从 一 开始 就 确定 了 坐标 系 P = (z,y) 一 (z,y). 除 此 以 外 的 坐标 
系 则 必须 根据 坐标 变换 来 定义 . 
例 7.3 ”如 例 6.8 中 所 述 , 当 


{ z=r cos0, 


0 入 r < 十 oo， 
y=7 sin 0， 


时 , 称 (7,9) 为 点 已 = (z,y) 的 极 坐标 (polar coordinates). 此 时 更 : (r,b) 一 (z,y) = 
(recosbrsinb) 是 从 右 半 平 面 R+ x R = {(rg)I0<r< +eo,-co<9< +oo} 到 
了 2 一 {0} 上 的 连续 可 微 的 映射 ， 


OTD) _ 


cosg —rsing 
J(r,0) = tr0) = 


=r>0. 


sing rcosb 


因此 , 根据 定理 7.12, $ : (7,0) 一 (z,y) 在 R+ x R 的 每 一 点 的 充分 小 的 邻 域内 
是 一 一 映射 , 但 是 在 R+ x R 上 却 不 是 , 通过 5 有 无 穷 多 个 点 (r,g + 2nn),n = 
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0, 士 1, 士 2,… 与 点 (z,y) 相对 应 . 所 以 6 是 指 例如 从 领域 
E={(r,0l0<r<+o%,-xn<0<7} 


到 领域 R? - 了 ,了 = {(z,0)|-oo < z < 0} 的 一 一 映射 . 从 而 , 已 = (z,9y) 一 (7,9) 是 
领域 R? - 工 上 的 坐标 系 . 


c) 积分 变量 的 变换 
积分 变换 公式 (4.56) 


b B 
f 10 = {fio a 


中 , 当 a < t< 6 时 , 恒 有 y(t) > 0 的 情况 下 , 如 前 面 所 述 ,通过 z= y(t) 将 闭 区 间 
[a, 机 的 每 一 个 点 zx 与 [av 8] 的 每 一 个 点 一 一 对 应 , 所 以 可 以 将 t 作为 点 z= wb 
的 新 坐标 考虑 , 即 p-! : z 一 上 = yp-!(z) 可 以 看 作 是 坐标 变换 . 本 节 中 将 这 种 情况 
下 的 积分 变换 公式 推广 到 二 重 积分 的 情况 . 

设 多 : (wv) 一 (2)) = 8(wu)= (plwu,y(wu)) 是 从 (wu) 平面 上 的 领域 媚 
到 (z, 世 ) 平面 上 的 领域 D 的 一 一 的 连续 可 微 映 射 , 若 在 妃 上 恒 有 


ol polwy) |、0 


"| yo) 可 | >” 


则 , 如 前 项 所 述 , 逆 映 射 
$7 (2,9) = (5) = (uz,Y), vz,Y)) 

也 连续 可 微 , 并 且 6-1 是 从 (z,y) 系 到 (u,v) 系 的 坐标 变换 . 这 时 ， 

(1) 车 Uc E? 是 开 集 , 则 5(D) 也 是 开 集 . 

(2) 车 Uc EB 是 领域 , 则 5(U) 也 是 领域 . 

(3) 车 五 c E 是 有 界 闭 领域 , UV 是 互 的 开 核 , 则 8$(H) 也 是 有 界 闭 领 域 且 
gs(U) 是 B(H) 开 核 . 

加 心 C 本 可 以 读 成 “ 忆 的 子 集 U”,“C E” 是 形容 点 集 U 的 形容 词 
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(4) 车 Cc EE 是 光滑 曲线 , 则 8(C) 也 是 光滑 曲线 . 

(四 车 HCE 是 包含 由 有 限 个 光滑 曲线 组 成 边界 的 闭 区 域 则 FB( 瑟 ) 也 是 闭 
区 域 , 车 的 边界 是 已 Ck, Ck 是 光滑 曲线 , 则 B( 互 ) 的 边界 为 已 gs(Ch), 每 一 
个 8(C%) 也 是 光滑 曲线 

[证 明 ] (1) 因为 8(U) 是 作用 在 开 集 U 上 的 连续 映射 6-1 的 逆 像 (6-1)-1(U)， 
所 以 它 是 开 集 . 

(2) 若 开 集 5(U) 是 两 个 开 集 V,W 的 并 集 , 即 用 6(U) =VuW,VnW = cg 来 
表示 , 则 UV= 871(V)U SI(07), B71(V)n gs-1(0) = 2 其 中 61(7) 和 -1(W) 
都 是 开 集 . 因为 U 是 领域 , 即 连通 开 集 , 所 以 5-1(V) = gg 或 者 5-1(W) = @, 因 
此 站 = 或 者 杰 = 2, 即 5(U) 是 连通 开 集 . 

(3) 为 了 证 明 B( 玉 ) 是 有 界 闭 集 ， 并 须 下 胃 对 于 任官 的 点 列 {P}, Pn € $(H) 
都 存在 收敛 的 子 列 {Ps}n < nz <.… <n<.…, 且 Pe G(H). 因 
为 8-1( 己 ) e H 且 HH 有 界 , 所 以 根据 定理 1.30, 点 列 {8- 1P,)} 有 收敛 的 子 列 
{~1( 忆 ,)}. 同时 因为 有 H 是 闭 集 , 所 以 Q = 了 1(Pu) e H. 因此 $ 连续 , 从 
而 Pr = 5(Q)e 8(H), 即 8(H) 是 有 界 闭 集 . 车 U=(H) 和 V = (6(H)) 分 
别 是 和 下 (五 ) 的 开 核 , 则 根据 (1), 58(U) 是 开 集 , 所 以 5(U) c V c (HH), 因此 
UC $1(V) CH, 同时 因为 5-1(V) 是 开 集 且 U 是 的 开 核 , 所 以 U = 6-1(V)， 
因此 $(DZ) =V, 即 8(U) 是 5(H) 的 开 核 .根据 (2), 5(U) 是 领域 , 所 以 要 证 明 $() 
人 只 须 证 明 5(H) = [85(U)] .显然 [8(D)] c GB(H). 任 取 点 Pe 下 (万 ), 则 

1(P) e 有 ,又 因为 有 H 是 闭 领域 , 所 以 = [U], 因此 存在 收敛 于 6-1(P) 的 点 
列 {Qn}, Qn E U. 因为 $ 连续 , 所 以 im $(Qn) = Blim Qn) = $(871(P)) = 
PG(Qn) e GB(U), 因此 Pe [8(U)]. 从 闪 BH) = [6(U0)]” 

(4) 车 光滑 曲线 C 的 参数 表示 为 C = {P(t)la < t < ,P(t) = (w(t),v(), 则 
{B(P(t)) la < t < 6}, B(P(t)) = (p(t), p(t)), pt) = plult), v(t)), bt) = pult), v(t)) 
是 8(C) 的 参数 表示 . 因为 u(t),v(t) 是 关于 ta < t < 日 的 连续 可 微 函 数 , p(w,v)， 
y(u,v) 是 关于 u,v 的 连续 可 微 函数 , 所 以 根据 定理 6.10 的 推论 , p(t), w(t) 是 关于 
t 的 连续 可 微 函数 , 并 且 根 据 (6.18) 式 ， 


P(t) = pu(u, v(t) + polu, v)v(t), 
P(t) = bulu, Wt) + bolu, vv (t), 


w= ud), v= v(t), 


根据 假设 , J(w,v) = > 0 且 w(t),w(t) 不 同时 为 0, 所 以 pg'(t),w'(t) 也 


不 同时 为 0. 因此 6(C) 是 光滑 曲线 . 
根据 (3) 和 (4), (5) 显然 成 立 . 口 


Pu Po 
bE 


mu Wo 
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车 f(z,y) 是 领域 D = 8(E) 上 的 两 个 变量 z,y 的 二 元 连续 函数 , 则 复合 函数 
J (p(wu,v), (u,v)) 是 定义 在 E 上 的 两 个 变量 u,v 的 二 元 连续 函数 . 
定理 7.13 
/ \f(z, ldzrdy =/ |f(p(u,0), u,v) (u,v)dudv (7.65) 
D E 
并 且 / f(z,W)lardy < +o0 即 [/ f(z,y)dzdy 绝对 收敛 时 ， 
D D 
[ f(z,y)drdy = / f(plu,v), yu, 0))T(u, v)dudv. (7.66) 
D E 
证 明 ”应 用 本 节 a) 中 的 引 理 7.4, 将 领域 B 分割 成 无 数 个 正方 形 Q1, Q2, Q3,…， 
Qn，…, 并 且 令 K。= 6(Q@s), 则 根据 上 述 (5), 每 一 个 Kw 是 闭 区 域 ,并且 领 域 
D =.$(E) 被 分 割 成 闭 区 域 Ki, Kz,…, Kn,…. 所 以 根据 定理 7.11， 
[Vie wardy = > Weelaray, 


当 / |f(z,Wldrdy < +oo 时 ， 
Dp 


sewaray = 2 人 Jeanay 
将 f(e(wu),w(wa)) 简 记 为 f(w, 光 ), 则 同样 有 


人 |f(e,u)| yuu)dudv = 2 A |f(p,w)17 (u,v)dudyv, 
并 且 当 人 |f(e, 罗 you)dudu < +o0 时 ， 


fowl avao = > 人 fo vude, 
因此 才 要 证 明定 理 7.13, 只 须 对 每 一 个 ”证明 
[Weiray = [pe avar, 
Kn Qn 
/se waray = | sew wavay 
Kn Qn 


成 立 , 即 只 须 证 明 下 面 的 引 理 成 立即 可 . 口 
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引 理 7.6 Qc 是 (wv) 平面 上 的 矩形 , 若 K = 5(@) 是 对 应 的 (z,y) 平面 上 的 
闭 区域 , 则 
fz, ydzdy = feet wt) Ie wude, (7.67) 
证 明 ”首先 考虑 Q“ 小 ”的 情况 . 根据 假设 , 在 马上 恒 有 
Pu(W Wo (uv) — Pou v) hulu,v) = Tu,v) > 0， 
所 以 在 每 一 点 (w,v) e 忆 处 pu(usv)ww(wv),po(w,v)wu(u,v) 中 至 少 有 一 个 不 为 
0， 并 且 因 为 p(w,v),w(u,v) 是 多 1 类 函数 ， 所 以 在 一 点 (uo,v0) 处 车 pu(uo, v0) 
Wo(uoyvo) 关 0 或 者 pu(uo,vo)wu(uo,vo) 关 0,， 则 在 某 矩 形 H C E，(wo,wo) < 
(8H) 上 恒 有 yu(wu,v)w。(w,v) 关 0 或 者 恒 有 wu(uwu)wu(wu) 关 0 根据 上 面 的 (5)， 
(46(H)) C D 是 (zx,y) 平面 上 的 领域 且 $(wo,vo) € (8(H))， 若 取 (z,y) 平面 上 
的 矩形 RC (四 (ED)) $(wo,vo) < (R), 则 8-1((R)) 是 (wv) 平面 上 的 领域 , 并 且 
(wuo,wo) e B71((R)). 因此 , Q C 8-1((R)) 作为 (wwv) 平面 上 的 矩形 (wo, vo) € (Q)， 
若 K = 6(Q@), 则 
天 = $(Q) cc (R) CRC (GH)). (7.68) 
对 于 (u,v) 平面 上 的 矩形 Q, (w,v) 平面 上 存在 矩形 有 Hc E,Q c (HH), 有 在 HH 
上 恒 有 ypu(w,v)ww(w,v) 天 0 或 者 恒 有 p(wv)ww(u,v) 关 0. 进而 在 (z,y) 平面 上 存 
在 矩形 RR 使 得 当 (7.68) 式 成 立时 , 称 @ 为 关于 映射 $ 的 小 矩形 . 上 述 结果 表明 了 
对 于 任意 的 点 (wo,vo) e 已, 存在 关于 映射 $ 的 小 矩形 @,，(wo, v0) < (@). 
对 于 关于 映射 $ 的 小 矩形 @ 来 证 明 (7.67) 式 . 在 一 元 函数 的 情况 下 ， 


ree) = sar 
为 + 的 函数 , 对 此 函数 进行 微分 , 得 到 
BF(p()) = le)w 的 
并 且 该 式 证 明了 积分 变换 公式 (4.56) 为 了 让 该 方法 适用 于 二 重 积分 令 


Q=Qls d= {wl <u<s0<vu<t®, 
K= Kls,t] = $(QIs,t) 


并 且 将 函数 
rlsd= 人 yo)dzdy 
Klsd] 


名 虽然 应 当 写成 9 日 = {(u,)|so < uw < s,to <v < 了 ,但 为 了 简单 起 见 写 成 s0 二 t0 一 0. 
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作为 定义 在 {(s,bls> 0,t> 0,Qfs, 引 c 8-1((R))} 上 的 两 个 变量 s,t 的 函数 来 考 
虚 . K[0,0] 是 点 , K[0,4], K[s,0] 是 曲线 而 不 是 闭 区 域 , 在 这 种 情况 下 我 们 定义 


F(0,0) = F(0,t) = F(s,0) = 0. 


根据 定理 7.4, 为 了 对 Q[s,4] 的 情况 来 证 明 (7.67) 式 , 只 须 证 明 F(s,t) 的 偏 导 函数 
所 (s,t), Fis(s,t) 存在 且 连 续 , 并 且 


Fis(s,t) = f (p(s,t), Yls,t))T(s, t) (7.69) 


即 可 . 
和 矩 形态 上 恒 有 pu(w,v)w(wv) 关 0 或 po(w,v)wu(u,v) 关 0, 无 论 哪 种 情况 都 
相同 , 所 以 不 妨 考虑 p(wu,v)w,(u,v) 地 0 的 情况 . 此 时 及 上 恒 有 pu(wu,v) > 0 或 
wu(wu) < 0, 并 且 恒 有 加 (wu) > 0 或 (u,v) <0 .无论 哪 种 情况 都 相同 , 所 以 不 
妨 设 在 HH 上 
pulu,v) >0 wulu,v) >0 

令 阳 = {(wv)lasugb,c < v< dd), 且 在 及 上 考虑 wv 和 z= plu,v),y = 
(u,v) 的 关系 . 首先 , 固定 v 时 z = p(w,v) 是 关于 的 单调 递增 函数 , 其 反 函 数 
u = 和 (z,v) 是 关于 z 的 单调 递增 函数 ， 并 且 , 根据 定理 7.5, A(z,v) 是 两 个 变量 
Zz,v,p(a,v) < 工 < pl(b,v),c <v<d 的 连续 可 微 函数 . 此 外 根据 (7.60) 式 ， 


Mz(z,v) = 


Cr 

进一步 , y = r(z,z) = (A(z,v),v) 也 是 关于 z,v 的 连续 可 微 函数 , 并 且 根据 (7.62) 
式 ， 

J(u,v) 

赤色 可 > 0. 

所 以 , 固定 z 时 , y = 7(z,v) 是 v 的 单调 递增 函数 , 因此 v 是 y 的 单调 递增 函数 . 
因为 p(w,v),v) = 所 以 


Tu(z,u) = 


T(plu0),0) = wu (7.70) 


同 理 , 固定 w 时 , y = (u,v) 是 关于 v 的 单调 递增 函数 , 其 反 函 数 v = p(w,y) 
是 关于 y 的 单调 递增 函数 且 关 于 两 个 变量 ya < wu < 6b,w(wu,c) <y<w(wd) 连 
续 可 微 . 并 且 


1 
Hy(u,y) = pm >0. 
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进一步 , 若 令 o(w,y) = p(wu,p(w, 胃 ), 则 z= o(wu,y) 也 关于 两 个 变量 wy 连续 可 微 ， 
并 且 

ye J(u,v) 
所 以 固定 y 时 , z = o(w,y) 是 关于 的 单调 递增 函数 , wu 是 关于 z 的 单调 递增 函 
数 . 因为 jy(w,w$(w,v)) = wv, 所 以 


ou, yu, 0)) = pu, 20). (7.71) 
根据 上 述 (5)， 闭 区 域 K[s,4 = $(Q[s, 相 ) 的 边界 由 4 条 光滑 曲线 :Cn 
{$(s,v)|0 <v <t)}, C2 = {Bt)l0 < ug s}, C3={8(0,0)|0 <v st}, Cs 
{5B(u,0)10 < u< s} 组 成 ， 将 曲线 Ci 的 参数 v 变换 成 y = yw(s,v), 则 有 v = 
4(s,Y), p(s,0) 三 o(s,y), 所 以 


$l(s,0) = (p(s,0), Y(s,)) = (0(s,9),Y), 


因此 
C1 = {(0(s,9), WIV(s,0) < y < Yls,t)}. 
同 理 有 
Ca = {(z, 7(z,t))|p(0,t) < 2 < p(s,t)}, 
Cs = {(o(0,y), yw(0,0) < y < w(0,t)}, 
Ca = {(zr(z,0))le(0,0) < z < p(s,0)}- 
车 设 R= {(z,y)la<z< PB,7<y< 引 ,并 且 令 
Ki = {(z,y)|o(z,y) < z < B,yY(s,0) < y < yls,t)}, 
Ka = {(z,)|p(s,t) < rz < byls,t) <y < 0), 
Ks = {(z,Y)|p(0,t) < z < yls,t),7(z,t) < y < H}, 
Ka4 = {(z,)la < x < p(0,t), (0,t) < y < 0}, 
Ks = {(z, Vla < z < o(0,y), (0,0) < y < $0,t)}, 
Ke = {(2,Y)la < z < yp(0,0),y < y < y(0,0)}, 
Kr = {(z,9)|p(0,0) < x < p(s,0),y < y < 7(7,0)}, 
Ks = {(z,Y)|p(s,0) < 2 < By < y < ys,0)}, 
则 矩形 R 如 下 图 , 被 分 割 成 9 个 闭 区 域 K[s,4], Ki, K2,:…, Ks. 
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为 了 证 明 这 一 点 , 如 下 定义 两 个 变量 z,u,a < z < 8,0 < vs<t 的 连续 函数 r*(z,u): 


a&z 和 po(0au) 时 7°(z,v) = (0,%), 
yp(0,v) < x < p(s,v) 时 ，r*(zu) = 7(2,0), 
p(s,v) <rg<B 时 ， 7r*(z,u) = yw(s,v). 


因为 p(w,v) 是 关于 * 的 单调 递增 函数 , 所 以 a < yp(0,v) < p(s,v) < B, 并 且 
根据 (7.70) 式 , r(e(0,u,u) = W(0,u),r(e(s,u,u) = W(su), 所 以 7*(z,v) 是 关于 
z 的 连续 函数 ， 进 一 步 , 7*(z,v) 是 关于 两 个 变量 z,v 的 连续 函数 , 即 对 于 任意 的 
zo,vo; a < to < B,0 < vo <t, 当 (7,v) 一 (zoluo) 时 , 7*(z,0) 一 7(zouo). 事实 上 ， 
车 zo < yp(0,vo), 则 在 (zo,vo) 的 充分 小 的 邻 域 中 显然 恒 有 7*(z,v) = w(0,v). 车 
yp(0,v0) < zo < p(s,vo), 则 在 (zo,vo) 的 充分 小 的 邻 域 中 显然 恒 有 7*(z,v) = 7(z,v). 
车 p(s,vo) < zo, 则 显然 也 同样 成 立 . 车 zo = yp(0,v0), 则 


7T*(z0, v0) = (0, v0) = T(Zo, vo), 
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并 且 当 (z,v) 一 (zo,vo) 时 ， 
T(z2,0) = T(z0,v0) = 7*(z0, v0), Y(0,v) — (0, v0) = 7 (zo, vo), 


所 以 在 充分 接近 点 (zo, vo) 的 点 (z,v) 处 , r*(z,u) 的 值 与 7+(z,v) 和 Wo,v) 之 一 
的 值 相 等 . 无 论 是 哪 一 个 , 当 (z,v) 一 (zo,vo) 时 , 都 有 r*(z,z) 一 Tr*(zo,vo). 车 
z0 = p(s,v0), 同 理 , 当 (z,v) 一 (zo,v0) 时 , 都 有 7*(z,v) 一 7*(zo,vo). 即 7(z,v) 是 
两 个 变量 (z,v) 的 连续 函数 . 

因为 w(0,v), T(z,v) 及 %(s,z) 都 是 v 的 单调 递增 函数 , 所 以 根据 同样 的 论证 
方法 可 知 , 在 (zo,vo) 的 充分 小 的 邻 域内 r*(z,u) 是 关于 v 的 单调 递增 函数 . 因此 ， 
固定 z 时 , r*(z,v) 是 关于 wv 的 单调 递增 函数 . 

矩形 R 被 两 个 分 段 的 光滑 曲线 y = r*(z,0),y = T(zZ,),a < xz < B 分 割 成 三 
个 闭 区 域 : 


Ri={(z,yla < zr <B,y <y< "T(z,0)}, 
R2={(z,Wla gz <B,7*(z,0) <y < T(z,t)}, 
Rs={(z,yla gz < pb,r(z,t) <y < 0}. 


显然 R 被 分 割 成 三 个 闭 区 域 Ke，Kz,， Ks, 并 且 Rs 被 分 割 成 Ks, Ka, K2. 为 了 
验证 Ro 被 分 割 成 三 个 闭 区 域 Ks,，K[s,4，Ki, 任 取 点 (z,y) € Rz, 则 7*(z,0) < 
y < T*(z,t) 且 rT*(z,v) 是 关于 vw 的 连续 单调 递增 函数 , 所 以 存在 唯一 的 v 使 得 
T(z,v0) = 0 < v gt 此 时 , 若 askzswel0u, 则 y= (zio) = y(0,v), 所 
以 p(0o) = p(0, 4(0,9)) = o(0,y), 因此 a < x < o(0,9),y(0,0) <y < yw(0,t), 即 
(z,y) € Ks 同 理 , 若 p(s,v) < z < B, 则 (z,y) € Ki. 车 p(0,v) < xz < p(s,v), 
则 y = r*(z,u) = T(z,v) 且 存 在 唯一 的 w 使 得 p(w,v) = z,0 < wu < s, 并 且 
y= T(z,0) = T(p(u,v),v) = Wo) 因此 (z,y) = $(u,v) € K[s,d] 反之 , 若 
(2,9) = Blu,v) € Kls,t], 则 2 = (u,v),y = Yu,v), 所 以 p(0,v) < x < p(s,0),0 < 
v < ty = T(z,v) = 7T*(z,v), 因此 (z,y) € Ra， 即 Rs 被 分 割 成 闭 区 域 Ks, Ki， 
Kls,t]. 
这 样 将 矩形 RR 分 割 成 了 9 个 闭 区 域 K[s,, Ki, K2,…, Ks, 根据 定理 7.7， 


8 
人 fry + 人 fardy = 人 yodaoay 
所 以 车 
Gusd) = 人 yw)dady 
则 
8 
F(s,t)+ 》 Gm(s,t) = 人 f(z,y)dzdy. (7.72) 


m=1 
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以 上 我 们 仅 就 。 > 0,t > 0 的 情况 进行 了 考虑 . 但 是 , 当 t = 0 时 , K! ,Ks 是 线 
段 , 所 以 令 G1(s,0) = 0,Gs(s,0) = 0, 当 s = 0 时 , Ka, Kz 是 线段 , 令 G3(0,t) = 
G7(0,t) = 0. 那么 , 当 s > 0,t > 0,Q[s, C $-1((R)) 时 (7.72) 式 成 立 . 事实 上 , 例 
如 车 s > 0,t = 0, 则 R 被 分 割 成 6 个 闭 区 域 Kk2, Ks, Ks, Ke, K7, Ks, 所 以 根据 定 
义 F(s,0) = 0. 由 (7.72) 式 , 可 得 


8 
到 Fe )=— 志 cn t). (7.73) 


直接 求解 F(s,t) = J Je ydzdy 的 偏 导 画 数 9F(s,)/9t 很 斋 , 但 是 从 闭 区 
[st 


域 Kw 的 形状 易 知 , 积分 Gm(s,t) = 大 f(z,y)dzdy 可 以 表示 为 累 次 积分 , 所 以 
其 偏 导 函 数 9Gw(s,)/8t 通过 计算 很 容易 求 得 . 
为 了 计算 9Gm(s,t)/8t, 固定 s 后 考虑 . 首先 , 根据 (7.50) 式 ， 


(a,t) B 
Gi(s,t) = 人 je,b)dzdy = 人 机 状 Ta 
有 


右边 的 累 次 积分 当 t = 0 时 为 0, 所 以 这 个 等 式 在 t = 0 的 情况 下 也 成 立 ， 根 据 
定理 6.20 的 (1), g(&,y) = : f(z,y)dz 是 关于 两 个 变量 &, y 的 连续 函数 ,所 以 


gc(s,a) 是 关于 y 的 连续 函数 因此 若 Mb) = /glo(s,t),W)ay, 则 Wty) = 


(ss,0) 
g(o(s,y),y). 从 而 根据 复合 函数 的 微分 法 则 (定理 3.3), Ga(s,t) = h(w(s,t)) 关于 tt 
可 微 , 并 且 


号 Gas t) = wls, th (Ys,t)) = Ye(s, t)g(o(s, p(s,t)), p(s,t)). 
根据 (7.71) 式 , o(s,y(s,)) = (st 所 以 


有 
Rod = mls, [ (fle tar. (7.74) 
(st 


根据 同样 的 计算 ， 


(0,t) o(0,y) 
Gasd = owas= fo a fea 


(0,0) 


所 以 可 得 
B Pp(0,t) 
cs) -woD 人 Tewoa)dr (75) 
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其 次 , 为 了 对 


6 
Ga(s,t) = J f(z,W)drdy = [ 和 人 Jeandy 


B 15 
关于 t 进行 偏 微分 , 令 g(€,7n) = 人/ / f(z,y)dzrdy. 根据 (7.10) 式 和 (7.11) 式 ， 


g(é,7) = [fre w= of f(z,y)dz. 


再 根据 定理 6.20 的 (1)， f(z,y)dy 是 关于 两 个 变量 z,7 的 连续 函数 ， 站 Je,b)dz 
是 5.7 的 连续 函数 , 所 以 g(€,7) 是 ,9 的 连续 可 微 函数 , 并 且 


ge(&D) = 一 f Jo)dy， gn(b,) =— [ f(z,m)dz. 
7 


因此 根据 复合 函数 的 微分 法 则 (定理 6.10), G2(s,t) = g(w(s,t),w(s,)) 关于 t 可 微 ， 
并 且 


F250) = gee te(p(e,t), W(t) +h donsD), Wl )), 
妈 


多 Ga(s0) = pee) [a p(s,t),y)dy — (st) 人 f(z, Wls,t))dz. (7.76) 
根据 同样 的 计算 , 得 


9 6 POt) 
Bos) = p00) fo fel Wav mld 人 Tewoa)ar (07 


(a,t) 6 
Gl) = ffl,waray = 人 0 / fay, 


[ f(xy)ay 是 两 个 变量 =,n 的 连续 函数 关于 1 可 偏 微 ,并 且 地 fn lz dy = 
一 f(z,, 所 以 车 令 


对 于 


6 
sod=/ (yf)dy, 
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则 9(z, 是 两 个 变量 zx,t 的 连续 函数 , 关于 t 可 偏 微 , 并 且 


gi(7,t) = —f(z, T(z,t))Te(z, t). (7.78) 
令 
h(z,€,t) = ,t)dz, 
60 = | gle) 


则 显然 h(z,é&,t) 关于 z 及 可 偏 微 , 并 且 
hz(z,€,t) = g(z,t), he(z,€,t) = —g(é,t). (7.79) 


根据 (7.78) 式 , 偏 导 函 数 gi(z,t) 是 两 个 变量 zx,t 的 连续 函数 , 所 以 根据 积分 号 下 
的 微分 法 (定理 6.19 的 (2)), h(z,é,t) 关于 t 也 可 偏 微 , 并 且 


he(z,€,t) = [ > gt(z,t)dz. (7.80) 


工 € 
该 等 式 的 右边 , 例如 可 以 写成 / gu(z,t)dz — / gr(z,t)dz, 所 以 根据 定理 6.20 的 


(1), hu(z,é,t) 是 变量 ,6,t 的 三 元 连续 函数 , 根据 (7.79) 式 , hs(z,&,), he(z,&, 由 也 
是 变量 z,&,t 的 三 元 连续 函数 即 hz,6, 是 z,&,t 的 连续 可 微 函数 , 所 以 


Gls,t) = h(p(s,t), p(0,t),) 
关于 + 可 微 , 并 且 
a p(st) 
B68,0) = esbglee,00-woabeteo0b+ 太 obdr 
vp(0t) 
因此 根据 (7.70) 式 , 7(p(s,t),t) = (s,t), 7(p(0,t),t) = w(0,t), 所 以 
到 Gao 四 = wil 站 f(p(s,t), Wdy 


Plt) 
— pe(0, 人 p(0,t),y)dy + g(r,t)dz. (7.81) 
¥(0,t) 


闭 区 域 Ke, K7, Ks 不 随 t je 所 以 Ge(s,t), G7(s,t),Gs(s,t) 不 依 
赖 于 t, 即 . 让 
珊 Ga(s 四 = C7) = G(s,t) =0. 


因此 将 (7.74) 式 、(7.75) 式 、(7.76) 式 、(7.77) 式 、(7.81) 式 两 边 相 加 , 得 


a p(s,t) 
Dn)= ,alesdar. 
m=1 ba ¥(0t) 
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所 以 根据 (7.73) 式 ， 
(s,t) 
Rls0) = SF(st) =— / We (7.82) 


根据 (7.80) 式 , 及 (sb = 一 he(yp(s,t),p(0,t),t), 并 且 如 上 所 述 hi(z,é,t) 是 三 个 变 
量 zx,é,t 的 连续 函数 , 所 以 F(s,t) 是 两 个 变量 s,t 的 连续 函数 .又 根据 (7.82) 式 ， 
及 (s,t) 关于 s 可 偏 微 , 并 且 


Fisls,t) = —ge(¥(s,t), t)ps(s,t). 
在 等 式 (7.78) 
gt(z,t = —f(z, 7(7,t))7e(z,t) 
中 , 车 令 z = p(s,t), 则 根据 (7.70) 式 , r(z, = w(s,t). 另外 根据 (7.62) 式 ， 


J(s,t) 
nz) = a 
所 以 
Fs(s,t) = f (p(s,t), Ys,t))7(s, t), 


即 (7.69) 式 成 立 . 因此 根据 定理 7.4， 
Fl(s,t) =-/ / f(p(s,t), ws,t))J(s,t)dsdt, 
若 将 右边 的 积分 变量 s,t 换 写 成 u,v, 即 
/ f(z,y)drdy =/ f(p(u,0), bu, v0)) IT (u,v)dudv. 
Ke Qled 


至 此 关于 映射 $, 针对 小 矩形 Q = Q[s, 相 , 我 们 证 明了 变量 变换 公式 (7.67). 

任意 的 矩形 Q c EE 关于 有 限 个 更 可 以 分 割 成 小 矩形 Q1, 82,…, Qm. 事实 
上 , 就 如 我 们 在 证 明 最 开头 时 所 述 , 对 于 每 一 点 P = (u,v) e 五 , 存在 关于 5 的 小 矩 
形 QP,P e (Qp). 所 以 根据 Heine-Borel 覆盖 定理 (定理 1.28), Q 被 矩形 Q 的 有 
限 个 Qp,QP,，…, QP,…, QP, 所 覆盖 . 因此 根据 引 理 7.1, 矩形 Q 被 分 割 成 有 限 
个 小 矩形 Q1, 82,… ,8;,…,Qm 且 每 个 8; 分 别 包含 于 某 个 Qp、 中 . 若 Q 被 分 割 
成 m 个 关于 $ 的 小 矩形 QQ2 QQm 并 且 K; = 5$(Q@;), 则 K = 5(9) 
也 被 分 割 成 m 个 闭 区 域 Ki, K2,…, Kj,…, Km. 对 于 每 个 Q;， 


/ f(z,y)drdy = [ f(plu,0), Pu, v0)) Tu, vdudv 
K; Qi 
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所 以 
>» 人 ,fe = 人 fol Wu Tn ve, 
因此 , 根据 定理 7.7 和 定理 7.2， 
/ f(z,y)dzrdy = 1 fp(u,0), Vu, 0) Tu, vdudv 口 
K Q 
设 天 CD 是 (z 切 平面 上 由 有 限 条 光滑 曲线 构成 边界 的 闭 区 域 . 车厂 = 4- 


(K) c EE, 则 根据 (5), 有 H 是 (wz) 平面 上 的 闭 区 域 . 此 时 下 面 的 定理 成 立 . 
定理 7.14 车 f(z,y) 是 K 上 的 连续 函数 , 则 


f stowaray = {fC 0), bl OT uae (7.83) 
K Hi 
证 明 ”根据 闭 区 域 上 的 积分 定义 (7.32), (7.83) 与 等 式 

/ fardy = / f(p(u, v9), Vu,v))T(u, vdudv 

(K) (H) 


等 价 , 该 等 式 只 是 将 (7.66) 式 中 的 D, 瑟 分别 换 成 了 (K), (HH). 口 
前 面 的 引 理 7.6 是 定理 7.14 的 特例 . 
(7.65) 式 、(7.66) 式 、(7.83) 式 是 二 重 积分 的 变量 变换 公式 . 函数 行列 式 J(u,v) 
用 8(z,y)/6(w,v) 来 表示 , 则 变量 变换 公式 , 例如 (7.83) 式 可 以 改写 成 如 下 容易 观 
察 的 形式 : 


[sewaray= [sD RD ava, (ny) = sw 中 


在 (7.65) 式 、(7.83) 式 中 , 令 f(z,y) = 1 则 得 


w(D)= / J(u,v)dudv, E= 5$-!(D), (7.84) 
E 
w(K)= / J(u,v)dudv, H= $1(K). (7.85) 
H 
J(w,v) 是 u,v 的 连续 函数 , 并 且 根 据 中 值 定理 (定理 7.9)， 
w(K) 1 


rr] = zm) ,Te wauao = wn), (um) eH, 


所 以 当 五 收敛 于 一 点 (w,v) 时 , w(K)/w(H) 收敛 于 J(w,v). 即 对 于 任意 的 正 实数 
e, 存在 正 实数 6(e), 使 得 
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J ) 


当 瑟 CUse((wz)) 时 ， 有 A —J(u,v)|<e 
成 立 . 此 时 称 五 趋 近 于 点 (w,v) 时 , 面积 比 a 的 极限 为 J(w,v), 记 为 
,w(K) _ 
a wtH) = J (u,v). (7.86) 


以 上 关于 映射 5: (wv) 一 (z,y) = B(w,v) 我 们 假定 了 在 E 上 J(w,v) > 0, 但 
车 在 马上 J(w,v) 夫 0, 则 根据 定理 6.4, 因为 定义 在 领域 E 上 的 连续 函数 J(w,v) 
的 值 域 J(E) 是 一 个 区 间 , 所 以 在 EE 上 恒 有 J(w,v) > 0 或 者 恒 有 J v)<0 成 
立 . 当 在 上 J(wu,v) < 0 恒 成 立时 , 若 将 变量 变换 公式 (7.65)、(7.66) 式 、(7.83) 式 
右边 的 函数 行列 式 J(4， ) 用 其 绝对 值 |J(w,v)| 蔡 换 ， 则 结论 仍然 成 立 ，[ 证 明 ] 若 
令 $(u,v) = 2 四 则 多: (wv) 一 (zy) = (wv) 是 从 (wu) 平面 上 的 领域 
互 = {(w,v)|(v,w) e E} 到 D 上 的 满 的 一 一 的 连续 可 微 映射 , 其 函数 行列 式 为 


J(u,v) = —J(v, u). 


所 以 , 在 户 上 恒 有 j(w,v) > 0, 因此 , 车 人 jc,b)dzdy 绝对 收敛 , 则 根据 (7.66) 
起 

J stewaroy = fo) blo wd) Tu vauao. 

D E 


将 此 式 右 边 的 wu 和 v 交换, 则 了 (v,w) - J(uwa) = |7(w,v)|, 所 以 
sewarey = [Fol wl DC aude, 


即 变量 变换 公式 (7.66) 右边 的 J(u,v) 用 |7(w,v)| 替换 的 公式 也 仍然 成 立 . 

对 (7.65) 式 、(7.83) 式 也 一 样 , 将 其 右边 的 (u,v) 用 |J(w,v)| 替换 , 则 公式 也 仍然 

成 立 . 口 
这 样 若 将 变量 变换 公式 (7.65)、(7.66) 和 (7.83) 右边 的 函数 行列 式 J(u,v) 用 

lyJ(uu)| 蔡 换 , 则 在 妃 上 恒 有 J(w,v) 关 0 成 立 , 但 是 对 于 J(u,v) < 0 的 情况 , 若 从 

一 开始 就 将 u 和 交换 , 则 这 种 情况 可 以 归结 于 J(u,v) > 0 的 情况 . 

例 7.4 ”我 们 来 考察 一 个 简单 而 基本 的 例 7.2 的 仿 射 变换 


Bi(uv) = 2,Y) = (at+Bvt+a, yut+dv+d), a6—pBy>o0, 


五 是 从 R2 到 R? 上 的 一 一 的 连续 可 微 映射 , 并 且 其 函数 行列 式 J(u,v) = a6 -BY 
是 常数 ， 若 K 是 (z,y) 平面 上 由 有 限 条 光滑 曲线 组 成 边界 的 任意 闭 区 域 , H = 
-1(K), 并 且 f(z,y) 是 天 上 的 连续 函数 , 则 根据 变量 变换 公式 (7.83)， 


[swardy=(05-p%y 人 flaut+ Bvt+a,yut ov+b)dudv. 
K H 
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车 令 ftz,y) = 1 则 
w(K)= (a6 — BY)w(H). 
取 a=b=0, 若 玉 = {(wv)|0<u<1,0<v<1}| 是 (wv) 平面 上 边 长 为 1 的 正 
方形 , 则 KK = 6(H) 是 (z,y) 平面 上 的 以 (0,0), (@,), (8,6), (e+ B,7+ 6) 为 顶点 
的 平行 四 边 形 . 此 时 , w( 玉 ) = 1, 所 以 
w(K)=a6— By. 
平行 四 边 形 K 的 面积 等 于 a6 - By, 这 是 我 们 所 熟知 的 结果 . 
(atB, +6) 


(0, 0) 


若 将 仿 射 变换 
BT Y=) = (ar+By+a,yr+dy+b) 
看 作 是 (z,y) 平面 上 从 点 (z,y) 移动 到 点 (z',y) 的 变换 , 并 且 用 H' 表示 5(H), 则 
w(H’) = (a6 — BY)w(H). 

令 a=b=0,a=cos9,B= 一 sin0,7=sin9,6 =cos9, 则 是 以 (zx,y) 平 面 上 的 原 
点 O 为 中 心 , 9 为 旋转 角 的 变换 . 此 时 因为 a6 - BT7=1, 所 以 w(H') = w(H). 即 面 
积 在 旋转 下 不 变 . 车 a=56=1,B=7Y=0, 则 $:(z,9y) 一 (zy)= (z+a,y+b) 
是 平移 . 此 时 也 有 w(H') = w(H). 即 面积 在 平移 下 不 变 . 

例如 , 对 于 区 间 工 = (a,+o0), 若 用 / sla)dz 来 表示 积分 glz)dz. 则 下 
面 的 定理 在 应 用 上 很 有 价值 
引 理 7.7 ” 设 1,J 是 开 区 间 , D=TxJ 了 ={(z,y)|lz eTye 兴 ,并 且 g(z),h(y) 分 
别 是 开 区 间 7,J 上 连续 但 不 恒 等 于 0 的 函数 . 则 广义 积分 / g(z)h(y)dzdy 绝对 


收敛 的 充分 必要 条 件 是 广义 积分 机 gz)dz, jg)dy 都 绝对 收敛 , 并 且 


| sonaray = / gear hlay. (7.87) 
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证 明 ”我 们 只 证 明了 = (a,5), J = (c, +eo) 的 情况 , 其 他 情况 下 的 证 明 相同 . 取 一 正 
实数 < 使 得 3s <b 一 a,3e <1, 设 an=a+te/n,bn =b-e/n,cn = 二 c+e/n, 并 且 令 


An= {(z,y)lan < r&bn, cn Syn}. 


则 因为 矩形 序列 {4，} 从 内 部 单调 收敛 于 D, 所 以 根据 广义 积分 的 定义 (7.2 节 a))， 


/eraray = lin, /lohanay, 
另外 , 根据 (7.11) 式 


bn Th bn nn 
六 gta)hldzdy = / da pol- nia = 人 ld / hwlay, 
且 
bn b 
Jm,/ br= / br >0, 
nh 十 oo 
中 人 na- 人 noney>o 


因此 三 l(a)hty) idzdy < +oo 的 充分 必要 条 件 是 f tla < tee J pe) 
dy < +oo. 并 且 此 时 


人 on)anty = um 人 se)hndzdy 
D An 


bn nm 5 二 
=Jm ola nou=/ etz/ wd oo 
为 方便 起 见 , 关于 正 实数 v 和 +oo, 若 定义 


+00:0=0:(+00)= 二 oo. (+oo) = 


则 当 g(z) > 0,h(y) > 0 时 , (7.87) 式 在 积分 不 绝对 收敛 时 也 成 立 . 

例 7.5 设 (r,9) 是 点 (z,y) 的 极 坐标 . 如 例 7.3 中 所 述 , & : (7,9) 一 (z,y) = 
(rcos9,7sin9) 是 右 半 平 面 R+ x R 到 R2 - {0} 上 的 连续 可 微 映射 , 其 函数 行列 式 
为 


J(r,0) = 加 六 =r>0. 
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因此 在 领域 CR+ x R 上 , 6 是 一 一 映射 时 , f(z,) 在 D = 8(B) 上 连续 , 并 且 
当 /fewDaray 绝对 收 和 时 ,根据 汪 标 变换 公式 (7.66) 


D 
/ f(z,y)drdy = [ f(r cos gr sin g)rdrdb. 
D E 
作为 例子 , 取 D={(z,y)l0<z<+00,0<y< ++o0,T2 十 妨 > 1} 计算 积分 


1 
a 
的 值 . 因为 D= $(E),B={(r,0)l1 <7<+00,0<9<7/2},22+ 妨 = 所 以 


1 1 1 
上 = 上 元 rdrdg = 人 二 idrdb， 


根据 (7.87) 式 ， 


1 +oe dr fm/2 nft™ dr 
/起 wre-/ a w=3/ BE 


积分 / 下 er 当 s < 1 时, 发散 于 +oo; 当 s > 1 时 收敛 且 其 值 等 于 1/(2s 一 2). 
% 
因此 , 当 s > 1 时 ， 


和 bb 
A de Fd 一 345 二 全 
1 
当 s<1 时 ， | dzdy 发 天 于 + 
以 上 考虑 了 D = 5(E), $ 在 BB 上 是 一 一 映射 的 情况 , 例如 对 于 圆 盘 KK = 
flz 习 zz+ 记 < 有 天 = 6(H), 有 H={(rm,9)Il0<r<1,-x<9<}, 但 5 在 算 
形 五 的 边界 上 并 不 是 一 一 映射 尽管 如 此 , 但 对 于 天 上 的 连续 函数 f(z,y) 的 变 
量变 摘 公 式 
[ f(z,y)drdy = / f(r cos g,r sin g)rdrdb 
K H 
成 立 . 
[证 明 ] 车 将 HH 分 割 成 两 个 矩形 
Hi={(r,00 <r<10<osn)}, Ha={(r0l0 <r<1,-x<0<0), 
则 K 被 分 割 成 两 个 半圆 


Ki= (Hi)={(z,y) e Kly>0}, K2= $(H2)={(7,Y) € Kly <0), 
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且 $ 在 开 核 ( 瑟 ), (8H2) 上 是 一 一 映射 . 因此 
2 2 
/fowaray = > /farady = > [ faray 
和 
= Zh eA cos bg,r sin g)rdrdb 
= | ,f(r cos 0,r sin O)rdrdo 


= 下 f(r cos br sin 0)rdrd9. 
H 


例 7.6 在 例 411 中 我 们 已 证 明 edz = 你， 在 此 根据 二 元 函数 的 积分 


给 出 它 的 另外 的 证 明 . 设 D 是 (z,y) 平面 的 第 一 象限 : D={(z,)|0 < z < +oo， 
0 <y< +oo}, 考虑 积分 


5= / ey drdy 
D 


令 rz = rcosby = rsinb 且 将 积分 变量 z,y 换 成 ,9， 则 D = $(E), 
已 = {(rb)I0 <r < +oo,0< 6 < r/2}, 所 以 根据 (7.65) 式 和 (7.87) 式 ， 


+oo /2 十 oo 
s=/ erardg= 人 errar[ db = 3/ ermrdr 
B o o 2Jo 


若 令 r? =t 且 将 积分 变量 > 换 成 t, 则 


5= 于 /su = 
另 一 方面 , 根据 (7.87) 式 ， 


十 oo 十 oo +o0 2 
5= 人/ eT dr / eVdy= ( 人/ cz) 
0 0 0 
十 oo a 元 
edz = 民 -Yt 
/ 3 


例 7.7 车 p>0,g>0, 则 wr-1(1 一 ww)r-! 是 关于 w(0 <w<1) 的 连续 函数 , 虽然 
当 p< 1 或 者 g < 1 时 , 该 函数 无 界 , 但 是 根据 定理 4.11 的 (1), 广义 积分 


因此 


1 
B90=/ wu ldu, p>0, gq>0, 
0 


348 第 7 章 积分 法 则 (多元) 


绝对 收敛 . 称 两 个 变量 p,q 的 函数 B(p,q) 为 B 函数 (beta function). B 函数 可 以 用 
T 函数 表示 为 

IC)T() 

TCD+g) 


[证 明 ] 考虑 第 一 象限 D = {(z,%) lo<z< +oo0<y< +oo} 上 的 积分 


B(p,q) = 


i 一 z 一 yp 一 1 9 一 1 
5 上 人 erz-yzp-1y0-1dzdy 
根据 (7.87) 式 和 工 函数 的 定义 (4.50)， 
十 oo +oo 
5= [ erzzp-ldz / euye 1dy = T(DJT(g). 


另 一 方面 ,车 =z/(z 二 ,Vv =z+ 刀 则 当 z >0,y>0 时 ,0<u<10<v<+o%, 
且 z=uv,y=v 一 uv. 所 以 


$: (uv) — (7,Y) = (u,v — uv) 


是 领域 EE={(wv)l0<u<1,0<v<+%} 到 D 上 的 一 一 的 连续 可 微 的 映射 . 更 
的 函数 行列 式 为 


O59) _ 


J(u,v) = 5 


所 以 根据 变量 变换 公式 (7.65) 和 公式 (7.87)， 
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3 =/ eT "(ww)r 1(v — wv) lvdudv = 人/ WP (1 — wu) ewrta-ldudy 
E E 


1 十 oo 
[ ap-10 us-ldu 人 evrte-1dv = B(p, qT (p+ 9). 
0 0 


因此 B(p,q) =T(p)T(q)/T(p + 9). | 


52. 
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56. 


习 题 


当 平面 上 的 领域 D 是 任意 两 个 都 没有 公共 内 点 的 无 数 个 矩形 Kn，n=1，2，3，.… 的 并 
集 : D= UK» 时 , 未 必 有 DD = Uv, Un = (KU K2U…U Kn). 试 举例 说 明 . 


. 求 半圆 KK = {(z, 切 |(z 一 了 )? + 六 <1,y > 0} 上 的 积分 / z?ydzdy 的 值 . 
K 


= dy 
. 求 领域 D={(z,y)l0 <y<z<1} 上 的 积分 上 7 的 做 
证 明 领域 D = {(z,y)|z > 0,y > 0,z+y > 1} 上 的 积分 


/EE 

D (Z+Y)* 

当 s > 2 时 收敛 ; 当 s < 2 时 发 散 . 

求 闭 区 域 K = {1 (2)” + (0)” < 1} 的 面积 . 
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由 于 第 7 章 的 篇 幅 过 长 , 我 们 将 n 个 变量 (n > 3) 的 连续 函数 的 积分 放 在 本 
章 讨论 . 


8.1 隐 函数 


在 开始 研究 积分 法 则 之 前 , 我 们 首先 来 讨论 隐 函 数 . 

a) 隐 函 数 

例如 , 关于 圆 的 方程 22+vy? = r2,r > 0, 求 解 y 得 y= 十 VT7 一 zy 二 V77 一 2 
和 y = -Vr 了 一 22 是 定义 在 闭 区 间 [7,7] 上 的 关于 zx 的 连续 函数 ， 并 且 在 开 区 间 
(-mr) 上 连续 可 微 . 若 将 方程 2+ 妨 = 7? 的 解 y 作为 z 的 函数 , 则 y= +Vr2 2 
是 在 每 一 点 z(-r < z < r) 处 取 两 个 值 的 双 值 函数 . 但 是 在 一 点 zo(-r < zo < 7) 
处 我 们 可 以 取 y 的 一 个 值 , 如 取 yo = V 吧 二 到 且 将 y 的 定义 域 限制 在 yo 的 充分 
小 的 邻 域 : |y 一 yo| < sle > 0) 上 , 则 在 zo 的 充分 小 的 邻 域 : | 一 zol < 6(6 > 0) 
上 ,方程 好 十 妃 = 2 只 有 一 个 解 ! = V7 一 x2, 并 且 它 是 z 的 连续 可 微 函数 一 
般 地 , 下 面 定理 成 立 . 
定理 8.1 ” 设 p(y,z) 是 (z,y) 平面 的 领域 D 上 的 连续 可 微 函数 . 若 在 点 (zo,yo) < 
万 处 , py(yo,zo) 闫 0, 并 且 令 uo = p(yo, 0)- 则 对 于 充分 小 的 。 > 0, 存在 6(e) > 
0, 使 得 只 要 将 y 的 定义 域 限制 在 yo 的 。 邻 域 ly 一 vol < 。 上 , 那么 对 于 满足 
lz 一 zol < 5(e) 的 每 个 z, 方程 p(y,z) = uo 只 有 唯一 的 解 y= f(z). y= 二 f(z) 是 x 
的 连续 可 微 函数 , 并 且 其 导 函 数 为 

1 =- ), y= 1). (8D) 
车 p(y,z) 是 Gm 类 函数 , 则 f(z) 也 是 Bm 类 函数 , 若 p(y,7z) 是 类 函数 , 则 
f(z) 也 是 8% 类 函数 . 
证 明 ”此 定理 可 以 由 引 理 7.5 直接 得 到 ， 根 据 假设 , 要 么 wy(yo,zo) > 0 要 么 
gy(yo,z0) < 0, 无 论 哪 种 都 一 样 , 所 以 不 妨 设 py(yo, 20) > 0. 那么 在 以 (zo, yo) 为 中 
心 的 充分 小 的 正方 形 K = {(z,y) lz 一 zo| < ,ly 一 yo| < e} 上 , 恒 有 py(y,z) > 0. 
因此 , 根据 引 理 7.5， 
更 : (2,9) = (u,7) = (p(y, 7), 7) 
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是 从 开 正 方形 (K) 到 领域 
(H)= {(u,z)|p(yo —e,7) <u < p(yo +e,7), lz — zol <e} 


上 的 一 一 的 连续 可 微 映射 , 其 逆 映 射 用 定义 在 (万 ) 上 的 连续 可 微 函数 A(u,z) 表示 
为 
$7 : (7) = (2,9) = (7, Au, 7)), 


即 对 于 每 一 点 (u,z) e (HH), 存在 唯一 一 个 满足 p(y,z) = ly 一 yo| <s 的 y 且 
y = 二 入 (wu,z)， 因为 (wo, zo) e (H), 所 以 车 取 6(e) > 0 充分 小 , 则 当 lz 一 zol < 5(e) 
时 , 就 有 (wo,z) e (HH). 因此 , 若 令 f(z) = 和 (wo,z), 则 对 于 满足 |z 一 zo < 6(e) 的 
每 个 z, 方程 p(y,z) = uo 在 yo 的 6 邻 域 : |y -yo| <e 上 只 有 了 唯一 的 解 y = f(z). 
f(z) = 和 (uo,z) 当然 是 z 的 连续 可 微 函 数 . 根据 (7.61) 式 , 显然 其 导 函 数 由 (8.1) 
式 给 出 . 

车 p(y,z) 是 Bm 类 函数 , 则 对 m 应 用 归纳 法 容易 证 明 ,， f(z) 也 是 Bm 类 
函数 , 即 假设 p(y,z) 是 B81 类 函数 时 ， f(z) 也 是 Bm ! 类 函数 , 则 (8.1) 式 右 
边 的 pz(y,z)/py(y,z) 是 关于 z,y(|z 一 zol < 56(e), ly 一 yo| < 6) 的 Bm! 类 函 
数 ， 又 因为 y = f(z) 是 关于 z 的 Bm-! 类 函数 , 所 以 根据 定理 6.11, f'(z) = 
一 pz(f(z),z)/py(f(z),z) 是 关于 z 的 8 多"-! 类 函数 , 因此 f(z) 是 z 的 Bm 类 函 
数 . 口 

一 般 地 ,由 方程 p(y,z) = c (c 是 常数 ) 确定 的 关于 z 的 函数 y 称 为 隐 示 函 
数 (implicit function) 或 者 隐 和 函数 . 定理 8.1 证 明了 , 当 p(y,z) 是 关于 z,y 的 连续 
可 微 函数 时 , 若 在 点 (zo,yo) 处 pv(yo,zo) 关 0, p(yo,z0) = c, 则 在 (zo,yo) 的 充分 
小 的 领域 : |y -yo| < s, |z 一 zol < 6(e) 上 , 由 方程 p(y,z) = e 确定 的 关于 zx 的 隐 
函数 可 以 用 显示 (explicit)y = f(z) 表示 , 其 中 f(z) 是 z 的 连续 函数 . 

引 理 7.5 和 定理 8.1 都 可 以 推广 到 n 元 函数 的 情况 . 以 下 阐述 其 要 点 . 

前 面 阐述 的 连续 映射 、 连 续 可 微 映射 以 及 函数 行列 式 的 定义 都 适用 于 n 个 变 
量 情 况 . 即 , 当 zy = pv (wiy U2,… ,tun)(v = 1,2,…,n) 是 定义 在 n 维 空间 R” 的 点 
集 巨 上 的 连续 映射 时 , 称 从 EE 到 R"* 的 映射 


$B: (UU Un) 一 (ZiZ2 Zn) = Bu 2, Un) 
为 连续 映射 . 其 中 
Bu Ua Un) = (PiU Un), pas an) pn (Ws van)) 


当 已 是 领域 且 pw(wui,u2,… ,tn) 是 上 连续 可 微 函数 时 , 称 5 为 连续 可 微 映 射 . 
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当 $: (wz uo，… ,un) 一 (zlz2,…,zn) 是 连续 可 微 映射 时 , 称 行列 式 


Oz Oz . Ozr1 
Bu Ba Bun 
Br Br Bra 
Ju un) =| Hu uz Du 
Orn Orn Orn 


为 5 的 函数 行列 式 , 用 符号 


azizz,……,zn) 
O(u1, ua , Un) 
表示 . 两 个 连续 可 微 的 映射 8: (uta2 an) 一 (zz yzn) 和 更 : (zlizo 
Tn) 一 (Wi Ww2，… ,Wwn) 的 复合 映射 更 0 年 : (ut2 un) 一 (la aon) 的 通 
数 行列 式 等 于 到 的 函数 行列 式 与 $ 的 函数 行列 式 的 乘积 : 
Ow wa wn) Ba Wn) clza yzn) 
Bean) Oz Ta Tn) Du Un) 


当 = 多 1: (T1227 Tn) = (U1 U2 in) 时 ， 


ua tn) , Oza Tn) 1 

(zlza ,Tn) Olulyu2y un) 
因此 , 若 连续 可 微 映 射 : (Wi, U2，… ,un) 一 (ZT1,Z2，… ,zn) 的 逆 映射 6-1 存在 且 
连续 可 微 , 则 


O(T1, 72,.…, Tn) 
O(u1, ua, , Un) 
当 ,了 2,…, 开 ,… ,In 是 实 直线 R 上 的 区 间 时 , 其 直 积 


x lx x = {72,, zn)lz1 € hz2 € La, Tn € In} 


称 为 n 维 空间 R" = Rx R x.… xR 上 的 区 间 . 当 ,1,…, 1 都 是 闭 区 间 时 , 称 
五 Xx 2 x… x In 为 闭 区 间 ; 当 h, I,…, 1 都 是 开 区 间 时 , 称 x ox.…x1 为 
开 区 间 . R? 上 的 闭 区 间 是 矩形 . 车 = [ai,b], 已 = [ez,52],… ,I = [ant , 则 
闭 区 间 天 = 厂 x 1 x … x I 可 以 用 


K ={(z1, 752, Tn)lal < zi < bi,az < 2 < ba, ,an < rn < bn} 
表示 . K 的 开 核 是 开 区 间 


(K) ss{(z1, 2°, zn)lar < zl < bya2 < z2 < ban < Tn < 如 }. 
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称 点 (cu ca ,cnj(cv = (av 十 by)/2,v 二 1,2,…,n) 为 闭 区 间 KK 和 开 区 间 (K) 的 
中 心 . 

下 面 的 引 理 8.1 是 引 理 7.5 在 mn 个 变量 情况 下 的 推广 . 
引 理 8.1 ”如 果 p(w uz,… ,un) 在 闭 区 间 KK = {wu2… Un) ler <<，…， 
an < un < bn} 上 连续 可 微 且 恒 有 yw, (ua,ua ,un) = (0/Gui)p(u1y 2 ,in) > 
0, 那么 


GB : (U1 Ua Un) = (Ty U2 Un) = (PU Us in) U2 Un) 
是 从 K 到 闭 领域 
H = {(zaua anjlp(alyua Un) < 7 < plb1s 2, Un), 
a2 < uz < ba, ,an < un < bn} 


上 的 一 一 的 连续 映射 ,其 逆 映 射 可 以 用 定义 在 互 上 的 连续 函数 和 (x,u2,…,un) 表 
示 为 : 


B71: (zt an) 一 (U1 ay Un) = MNT Lay Ln) ua Un). 
5 在 (K) 上 连续 可 微 , 5-! 在 (H) 上 连续 可 微 , 即 和 (zx, Wz,… ,un) 是 (H) 上 的 连 
续 可 微 函 数 .和 = Mz,uz，，…,un) 关于 z,u2,… ,un 的 偏 导 函 数 可 以 由 


BA 1 


Br pa ua in)" G9 


A (8.3) 


给 出 . 
证 明 ”将 引 理 7.5 证 明 过 程 中 的 变量 v 换 成 n 一 1 个 变量 u2,… ,un 就 可 证 明 此 
引 理 . 口 


一 般 地 , 方程 ply, z1, 72,… zn) = c (ec 是 常数 ), 确定 n 个 变量 zl ro，…zn 
的 隐 函 数 y. 下 面 关 于 n 个 变量 隐 函 数 的 定理 , 可 以 直接 从 引 理 8.1 推出 : 
定理 8.2。 设 p(y,z1,z2,…zn) 是 领域 D C R"+! 上 的 连续 可 微 函数 , 在 点 
(zz 70,0) ED 处 , py(y0, 729,79, ,Tn) #0. 令 Wo = pz 到 
则 对 于 充分 小 的 s > 0, 存在 6(e) > 0, 使 得 当 |z1 一 28| < 6(e),…, |zn 一 29| < 5(e) 
时 , 满足 |y 一 如 | < e 的 方程 p(y,z1, 22，… ,zn) 只 有 唯一 解 y = f(z1, 22,… ,Tn)- 
了 = f(z1,72,…,Zn) 是 z1,z2,…,zn 的 连续 可 微 函 数 ， 并 且 其 偏 导 函 数 为 


Of _ _ pr,(Y, Th Tn) 


De. Wo zzn) 


y= (zi Zn). (8.4) 
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车 w(yp zi,za……，,zn) 是 Bm 类 函数 , 则 ftzl, zz,……,zn) 也 是 Gm 类 函数 

b) 逆 映 射 和 隐 函 数 

为 方便 起 见 , 根据 需要 我 们 将 R* 内 的 点 记 为 = (wi,w2,… ,un). 设 py(u) = 
pp (Wl, U2,… ,Un)(p = 1,2,…,m) 是 定义 在 领域 Ec R" 上 的 mm 个 (m < n) 连续 
可 微 函 数 . 下 面 我 们 讨论 映射 


®: (2 Un) 一 (Za an) 一 (PPm(tyamnHi yam). 


O(p1(W), ,pm(u)) 
则 多 的 函数 行列 式 与 J(ul'ta ,um,…,un) 一 致 . 这 通过 观察 例子 ， 当 mm = 
2,n = 5 时 , $ 的 函数 行列 式 等 于 

Bp On Op Op Op 

Ou uz us Qua Ous 

Bp2 bp Op2 ec Op 

Du bu bu us us 

(0 2 


1 


显然 是 成 立 的 . 
引 理 8.2 ”如 果 在 点 办 = (如 , 碟 ,…, 域 ) E 忆 处 , J(w9,u9,…u9) 关 0, 那么 $8 是 
u0 的 充分 小 的 邻 域 UV CB 到 (zz0a0 ua0) = 6(u0) 的 一 个 邻 域 WW 
上 的 一 一 映射 . 车 将 $ 的 定义 域 限制 在 UV 上 , 则 5 的 逆 映 射 8-! 在 W 上 是 连续 
可 微 的 . 
证 了 明 ”用 归纳 法 来 证 明 . 当 m = 1 时 , 此 引 理 可 归结 到 引 理 8.1 上 . 

令 py = pn(u). 将 行列 式 J(w) 按 第 一 行 展 开 , 则 


TDe10p apapa epm) 
-2 up Or pl tl ) 
因为 J(w?) 关 0, 所 以 在 点 w= ww 处 , (pa pss,pm)/B(… with1…) 中 至 
少 有 一 个 不 为 0. 因此 , 可 以 通过 适当 改变 ui,w2,… ,un, 的 排列 顺序 , 使 得 


(pa,pa pm) 
(和 汪 “Um) 2 0 (8.5) 


车 令 m = pp(), p= 1,2,…,m, 则 根据 归纳 法 假设 , 对 于 映射 


1: (Ua ms mt Un) 一 (az2 Drm Um+ls ia) 


i 


8.1 隐 函数 355 


此 引 理 成 立 . 即 1 是 从 u 的 充分 小 的 邻 域 1 CE 到 (au ,zzga9 
au0) = (wu0) 的 一 个 邻 域 W 上 的 一 一 映射 . 并 且 若 限制 81 的 定义 域 到 三 上 , 则 
其 道 映 射 87! 在 Wi 上 连续 可 微 . 因此 ， 


= Bo BT : (wz Tm mt iamn] 一 (zz Zmaumt aam) 
是 定义 在 Wi 上 的 连续 可 微 映射 , 并 且 在 U1 上 有 
$= om. (8.6) 


因为 在 中 zi 是 关于 wi,z2,… ,Zzm; tm+1,… ,un 的 连续 可 微 函 数 ， 所 以 若 令 
zi = (zo mmtl tn), 则 更 的 函数 行列 式 等 于 Bw/Bu1， 所 以 根据 
(8.6) 式 ， 

Ov .ap2,93， Pm) 


7 四 一 和 (uous sum) 
此 处 令 = wo, 则 .J(u9) 关 0, 从 而 
(天 0， 


因此 如 (ug, za9) 或 者 > 0 或 者 < 0, 无 论 哪 种 情况 都 一 样 , 不 妨 设 ww, (1 
双 ,au9) > 0. 则 ws (ui, 72,… ,un) 是 连续 函数 ， 所 以 若 取 以 点 (ww9,23,…, zz， 
au0, 9) 为 中 心 的 闭 区 间 天 c Wi 充分 小 , 则 在 K 上 恒 有 Wu (ua zz Zn 
amd van) > 0. 所 以 车 令 五 = (K), 则 根据 引 理 8.1, yw 是 开 区 间 (K) 到 领域 
(BE) 上 的 一 一 映射 . 同时 , 若 将 的 定义 域 限制 到 (K) 上 , 则 到 的 逆 映 射 了 是 
(H) 到 (K) 上 的 连续 可 微 映射 . 并 且 显 然 有 


(0,28, 0 0) = 2, tn) € (H). 
令 U= B71H((K), W=(H). 则 (K)CW= (Dn), 所 以 UcU cE. 并 
且 由 于 面 (u0) = (好 , 友 za va9) 是 (K) 的 中 心 , 从 而 we U. 连续 
可 微 映射 $8 = 更。 1 是 从 U 到 W 上 的 一 一 映射 并 且 $(w9) = 多 ((w9)) = 
(29,.… 0 U0.… U9) e W. 又 因为 57571， -1! 都 连续 可 微 , 所 以 若 将 $ 的 定 


义 域 限制 到 U 上 , 则 其 逆 映 射 6-1 = B71o -1 在 W 上 连续 可 微 . 口 
在 引 理 8.2 中 , 令 m = mw 则 可 直接 获得 下 面 的 定理 . 
定理 8.3 设 


$B : (tu Un) > (Zl T2377, Ln) = (Pi(W), p2(W) ,pnt)) 
是 从 领域 Ec Rn 到 R" 上 的 连续 可 微 映射 , 其 函数 行列 式 为 


A(p1(W), pa), +, pn(u)) 


Wp O(u1, U2, La, van) 
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则 在 点 ww = (w, 鸭 …,a) e 互 处 , 若 J(u9， 码 …,a0) 关 0, 则 王 是 从 zo 的 充分 
小 的 邻 域 UVC EE 到 点 (z9,29,…,z9) = 8(uo) 的 一 个 邻 域 W 上 的 一 一 映射 . 车 将 
5 的 定义 域 限 制 到 UU 上, 则 5 的 过时 和 8-1 在 W 上 连续 可 微 . 
显然 这 个 定理 是 定理 7.12 在 n 个 变量 情况 下 的 推广 . 
定理 8.3 是 引 理 8.2 中 m = mn 的 情况 , 反之 , 对 映射 


更 : (Uy ua Un) 一 (Tl Tm Umt1y an) 
= (Pp1(W), ,pm(W), m+ un) 


应 用 定理 8.3 又 可 以 获得 引 理 8.2. 
定理 8.3 中 8-! 可 表示 为 


BY :P1020 En) 一 (ua tn) = (At(z),Xa(z) 7, Mn (2)). 


因为 4 : 的 雅 可 比 矩 阵 是 5 的 雅 可 比 矩 阵 的 逆 矩 阵 , 所 以 车 函数 行列 式 J(u) = 
pr pa pn)/9(u1 ua，… ,un) 中 Gp/Bu 的 余子 式 为 (ww), 则 

Be) ou 人 

Brv Ju) 

车 5 是 8" 类 映射 , 则 6-1 也 是 Br 类 映射 . [证 明 ] J(w)，Ju(w) 都 是 

Bpn/Ouv(Jv = 1,2,…,n) 的 多 项 式 , 并 且 在 UV 上 J(u) 0, 所 以 若 6 是 多" 

类 函数 , 则 (8.7) 式 的 右边 也 是 关于 wi,w2,…,w。 的 Br-! 类 函数 ， 所 以 若 对 于 

三 127 一 1 和 (2Z),…, 和 n(z) 是 关于 z1,z2,…,zn 的 Br 类 函数 , 则 根据 

(8.7) 式 , 和 u(z) 是 Ge+l 类 函数 . 因此 和 1(z),…, 和,(z) 是 Gr 类 函数 . 口 

下 面 由 方程 组 


1 =A(2),…, un = Mn(z). (8.7) 


Ppl Ya Ym Tl Tn) 二 常数， =1,2,…,m 


确定 的 关于 z1,z2,…,zn 的 隐 函 数 y,yo,…, ym, 的 定理 是 定理 8.3 的 推论 . 
定理 8.4。 设 or = ppt4 ,ymyz1,…,zn)(k = 1,2,…,m) 是 定义 在 领域 D c 
R"™t" 上 的 连续 可 微 函数 , 并 且 令 


8 要 
To 
1 Ym 


车 在 点 (y8,…,y9,79,…,z8)ED 处 , J(y9，…，y9,79,… ,72)#0 且 w=pp(y?,: 


79, 2 则 对 于 充分 小 的 = > 0， 存在 6(e),0 < 5(e) < e, 使 得 当 |z, 一 a0| < < 


je)( = 1,2,…,n) 时 , 满足 |y, 一 如 | < el(k = 1,2,…,m) 的 方程 组 


Puls Ym Th 2 (8.8) 
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只 有 了 瞧 一 一 组 解 y= (2452 zn) 一 2 四 Ch za 7m) 是 关于 
z1,72，… ,zn 的 连续 可 微 函数 、 
证 明 ”为 方便 起 见 , 我 们 仅 就 m =n = 2 的 情况 进行 证 明 ， 它 适用 于 一 般 情 况 下 的 
证 明 . 

设 = Piya T1722), U2 = 2(Y1, ya, D1 72) 是 关于 y,y2,z1,z2 的 函数 . 我 
们 讨论 连续 可 微 映射 


$ : (Yi,Y2, T1472) 一 (U1 U2, T1, 72). 


g 的 函数 行列 式 等 同 于 J(y,y2,z1,72). 并 且 根据 假设 ， 了 J( 册 , 克 ,29,m9) 关 0. 因此 
根据 定理 8.3, 是 从 (g, 妈 , 台 ,z) 的 充分 小 邻 域 


U = {opr0 zo) ln We ly <e ml<s 一 z3| < e} 
到 (ud,u,zg,z9) 的 一 个 邻 域 W 上 的 一 一 映射 . 车 将 5 的 定义 域 限制 在 UV 上 , 则 
58-1 在 W 上 连续 可 微 . 存在 6(e), 0 < 6(e) < 6， 使 得 

车 |z1 一 29| < 5(e), |z2 23| < 5(e)， 则 (wh, wd, rz1, 72) e W. 


此 时 , 方程 组 (8.8) 等 价 于 
(yi ya, D1, 22) = (W193, 1, 72). 


所 以 当 | 一 好 | <e | 央 - 史 <e， |z1 — 2z9| < 6(e), |z2 一 z3| < 6(e) 时 , (8.8) 式 
等 价 于 
(yi Va, T1272) = B71 (ud, 3, 71, 72), 

从 而 具有 唯一 一 组 解 yi,y2. 并 且 87! 在 W 上 连续 可 微 , 因此 yi, yz 是 关于 z1, 72 
的 连续 可 微 函数 . 口 

根据 定理 8.3, 若 $ 是 8" 类 , 则 87! 也 是 多 " 类 ， 所 以 在 定理 8.4 中 , 车 
p(y) = 2m 是 关于 Vis， Yms Tl 的 多 ' 类 
函数 , 则 yh = 不 (zz2 Dn) = 2 mm 也 是 关于 Z1,7T2,…,Tn 的 ”类 
函数 ， 
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7.1 节 和 7.2 节 a)、b) 中 关于 两 个 变量 连续 函数 积分 的 结果 可 以 推广 到 个 
变量 情况 上 . 以 下 阐述 其 要 点 . 
a) 积分 的 定义 
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本 节 中 为 了 简单 起 见 , 若 没有 特别 说 明 , R"(n > 2) 内 的 区 间 都 约定 为 闭 区 间 . 
区 间 


开 = {(zihza Tn)lar < 1 Sh, a2 <T2 < bo, an < Tn < bn} 


的 直径 为 


65(K) = Vb1 — a1)? + (bz — a2)? + + (bn — an)?. 
w(K) = (6 — a1)(b2 — a2)**: (bn — an) 
叫做 K 的 容积 ”. 
区 间 K 上 的 连续 函数 f(P) = f(z1,72,… ,zn)(P = (z1, 22,.…… ,Zn)) 的 积分 可 
以 同 二 元 情况 一 样 来 定义 . 即 车 将 各 区 间 五 = [aw,by] 分 割 成 mv 个 小 区 间 I; = 
[oz 了 = 站 2 my ov = Lv0 < Tul < Ty < < Dry < < Wom = by, 


则 下 = 厂 x 了 I x… x 了 被 分 割 成 m= mim2…mn 个 小 区 间 


Kijk = Ti x 2; X +** Xx Ink, 
i=1,2, ,my j=1,2,,m2, 7 k=1,2,., mn. 
即 K= U 二 .k. 此 分 割 用 符号 4 表示 . 对 于 天 的 每 个 分 割 4, 任 取 属于 A 


的 每 个 小 区 间 Ki 上 的 一 点 Pij..…k， 令 


aa = 》 fPsA)wik, Wik = w(Kij.k), 
jk 


并 且 设 
5[4] = Ki-k). 


则 同 二 元 函数 的 情况 相同 , 当 5[4] 一 0 时 , 极限 


s= lim co 
ao 和 


存在 . 称 该 极限 。 为 f(P) = f(z1,z2,…,zn) 在 区 间 天 上 的 积分 , 用 符号 上 Ja， 


ommjdmadza dzn 或 【Paw 来 表示 (定义 7.1). 积分 Tu aaa) 
dzidraz…'dzn 又 可 写成 


Fr fem Tn)dr1dr2.. 


加 高木 真 治 《解析 概论 》 改 订 第 3 版 , p.334. 可 以 称 w(K) 为 天 的 体积 , 但 当 n = 2 时 , w(K) 是 
和 矩形 K 的 面积 , 所 以 一 般 情况 下 称 w( 天 ) 为 容积 
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表示 成 这 种 形式 的 积分 叫做 m 重 积分 . 

b) 积分 的 性 质 

定义 在 区 间 K 上 的 n 元 函数 的 积分 同 二 元 情况 相同 ， 具有 下 列 性 质 : 设 f(P)， 
g(P) 是 KK 上 的 关于 已 = (z1,72,… ,zn) 的 连续 函数 . 那么 

(1) 对 于 任意 的 常数 c1,c2， 


festP) + ep = rpao+e f apy 
K K K 
(2) 若 在 区 间 K 上 恒 有 f(P) > 9(P), 则 
人 ran> f spy 
K K 
并 且 在 K 上 恒 有 f(P) = 9(P) 时 , 等 号 才 成 立 . 


(3) 不 等 式 
|/ (pts| < [vee 


成 立 (此 结果 及 证 明 都 与 定理 7.1 的 (2)、(3)、(4) 完全 相同 ). 

c) 区 间 块 上 的 积分 

Rr 上 有 限 个 区 间 的 并 集 叫 做 区 间 块 . 区 间 块 4 是 任意 两 个 区 间 都 没有 公共 
内 点 的 有 限 个 区 间 的 并 集 , 用 


4= EUKzU. UKAU…UKnm，(KA)n(Kp) = Oz#P) 


表示 . 当 4 表示 为 这 种 形式 时 , 称 4 被 分 割 成 有 限 个 区 间 Ki, 天 2，… ,天 m- 将 区 间 
块 4 分 割 成 有 限 个 区 间 Ki, K2,…, Km, 并 且 定义 4 上 的 连续 函数 f(P) 的 积分 
(定义 7.2) 为 : 


J femme = fea = 2 人 Pa， 
积分 /f(P)t 的 信人 由 f(P) 和 确定 且 与 4 的 分 着 方法 无 关 


说 f(P), g(P) 是 区 间 块 4 上 的 连续 函数 .那么 
(1) 对 于 任意 常数 cl, c?， 


asp) + eolPas =a | f(a + sya 
A A A 
(2) 若 在 4 上 f(P) > g(P), 则 

J spy > 人 man 

A A 
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并 且 , 在 4 上 恒 有 f(P) = g(P) 时 , 等 号 才 成 立 . 
(3) 不 等 式 
freeel < {reps 
成 立 . 
(4) 车 4 是 没有 公共 内 点 的 两 个 区 间 块 B, EE 的 并 集 : 4 = BUE. 当 (B)N(B) = 
@ 时， 
J (Pa = Jipast Jsp (sg) 
其 中 , (B), (已 ) 表示 也, 忆 的 开 核 . 
(5) 当 区 间 块 B 是 4 的 子 集 : B c 4 时 , 有 不 等 式 


/as /Pilaw (8.10) 
B A 


sea spl<s fp [ips Gy 
成 立 (定理 7.5). 

d) 广义 积分 

对 于 R” 上 的 领域 D, 当 和 矩形 块 41, 42,…, Am,… 满足 下 列 2 个 条 件 时 , 称 
和 矩形 块 序列 {4A} 从 内 部 单调 收效 于 DD: 

(DAC AsC:.C AmC Am+iC:.:, Am 人 CD; 

的 D(An) =D. 

当 领 域 D 给 定时 , 对 于 每 一 个 自然 数 m, 若 矩 形 块 4w 如 下 确定 : 若 实 直线 RR 
被 分 割 成 宽 为 bm = 1/2m 的 无 数 个 区 间 I = [h6m 一 6m hbm], h = 0, 土 1, 土 2,…， 
则 R" = R x R x … x R 被 分 割 成 边 长 为 bm 的 无 数 个 立方 体 (cube) 


QF. = I XIP Xx IR, i,j ,k=0,+1,+2,.…. (8.12) 
当 D 有 界 时 , 这 无 数 个 立方 体 办.. 中 包含 于 D 的 全 部 立方 体 的 并 集 设 为 hm. 
当 DD 无 界 时 , 包含 于 

刀 nf(zaza，……znjlzil < m, zzl <m,, zn| < m} 


的 Q 吕 .4 的 并 集 设 为 Am. 
设 f(P) 是 领域 D 上 的 连续 函数 ， 任 取 从 内 部 单调 收敛 于 D 的 区 间 块 序 
列 {4m}, 并 令 


om = 站 MPs, sm = 人 (Po, 
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则 单调 非 减 序列 {om} 或 者 收敛 或 者 发 散 于 +oo, 两 者 必 居 其 一 . 当 {om} 收敛 时 ， 
{sm} 也 收敛 , 所 以 f(P) 在 上 的 积分 由 


J pw ms 人 Ta (6.13) 
D Am 
确定 /1(P)aw 可 以 记 为 /Ten za vanJdzadza de 则 因为 


up = tm, {Pde <+o0, 


mn 一 oo 


所 以 称 广义 积分 人 JP)dw 绝对 收敛 . 当 {om} 发 散 于 +oo 时 , 记 为 
/Cao=tm， 


广义 积分 人 f(P)dw 的 敛 散 性 以 及 绝对 收敛 时 积分 上 人 f(P)dw 的 值 , 都 与 定义 中 
用 到 的 区 间 块 序列 {4w} 的 选择 方法 无 关 . 

设 f(P), 9(P) 是 领域 D 上 连续 函数 ， 太 If(P)ldw < +oo， lg(P)ldw < +oo. 
那么 

(1) 对 于 任意 的 常数 cu c2， 


fs + oo py = [f(t of slPye 
也 D 也 
(2) 车 在 D 上 恒 有 f(P) > 9(P), 则 


加 to> 人 (P)dw 


并 且 等 号 仅 在 D 上 恒 有 f(P) = g(P) 时 才 成 立 
(8) 
|/ tpsl < [HPs (814) 
D D 


(4) 车 巨 是 DD 的 子 领域 : Bc D, 则 不 等 式 
fu pa < [VP (815) 
E D 


| [ref (Pnl < [AL [uP 10) 


都 成 立 (定理 7.6). 
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若 领 域 D Cc R" 表示 为 满足 下 列 条 件 (*) 式 的 无 数 个 区 间 Ki, K2,…， Km … 
的 并 集 : 


D= KiUK2aU:.UKnU:.., (KA)N(Km)=8 (h#m), 


则 称 D 被 分 割 成 为 区 间 Ki, K2,…，, Km,………: 
D= DV (Kv Ka ue Km). (*) 
其 中 (KU KzU…U Km) 表示 Ki U K2 U…U Km 的 开 核 . 
为 了 将 给 出 的 领域 D 分 割 成 无 数 个 区 间 Ki, K2,… ,Km,…, 只 须 任意 选取 一 
个 从 内 部 单调 收敛 于 的 区 间 块 序列 {4m}, 使 得 按 顺 序 满足 


A1= KiUK2U.U Km 
Ah2 = KiU K2 UU KmiU:.U Km2, 
As = KiU KaU:.U Km UU Km UU Kms, 


的 区 间 块 A1, 42, 43,… 被 区 间 Ka, Ka Km,… ,Km2, Kms,… 分 割 即 可 ， 

若 被 无 数 个 区 间 Ka, K2,…, Km,… 分 割 且 hm = KUK2U…UKnm, 则 
根据 条 件 (+) 式 , 区 间 块 序列 {4} 从 内 部 单调 收敛 于 D. 并 且 对 于 D 上 连续 的 任 
意 函 数 f(P)， 

fi MP = > Pe 


因此 , 根据 广义 积分 的 定义 , 可 以 获得 下 面 的 结果 : 
(5) 设 D 被 分 割 为 无 数 个 区 间 Ki, K2,…, Km,…. 车 f(P) 在 D 上 连续 , 则 


/rao= > Wh Pa (8.17) 


当 上 式 右 边 的 级 数 收敛 时 , 广义 积分 hres 绝对 收敛 , 并 且 


小 J(Pldo= > _ f(P)dw. (8.18) 


m=1 
因为 广义 积分 的 定义 (8.13) 式 的 右边 是 (8.18) 式 右边 的 无 穷 级 数 的 部 分 和 的 
极限 ,所 以 可 以 用 (8.18) 式 代替 (8.13) 式 来 定义 广义 积分 人 f(P)dw. 
对 于 区 间 K， 
站 dw =w(K) 
K 
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当然 是 K 的 容积 . 对 于 区 间 块 4, 若 将 4 分 割 成 有 限 个 区 间 Ki, K2,…, Km, 则 
fw = 学 = > w(KA). 


和 =1 


是 4 的 容积 . 记 为 w(4): 


(0)= [00= [amdrae aa 


引 理 7.1 对 于 Rn 内 的 区 间 也 同样 成 立 . 所 以 , 当 两 个 区 间 块 4, B 给 定时 , 区 
间 块 4U B 被 分 割 成 有 限 个 区 间 Ki, K2,…, Kn,…, Kw.…, Km, 使 得 


A= KiUK2U:.….UKrU:…UK, 
B= KUKnHIU UKIU UK 


(8.19) 
此 时 
(ANB)C KnU KrriU*UKiCANB, 
但 未 必 有 KU Kn+1U…U Ki = An B. 根据 (8.19) 式 , 可 直接 获得 不 等 式 
w(AUB) < w(A) +w(B). (8.20) 
定义 任意 领域 D 的 容积 为 
w(D)= Lu» = hrm de. 


若 将 DD 分 割 成 无 数 个 区 间 Ki, K2，… Km,…, 则 


w(D) = bp w(Km). (8.21) 


m=1 


车 互 是 DD 的 子 领域 : cD, 则 显然 有 w(E) < ww(D). 
车 f(P) 是 区 间 4 上 的 连续 函数 且 恒 有 |f(P)| < M, M 为 常数 , 则 


| 人 Ad < Mw(A). (8.22) 
当 f(P) 在 领域 D 上 连续 且 |f(P)| < M 时 ,车 w(D) < +oo, 则 广义 积分 人 f(P)aw 


绝对 收敛 , 并 且 
| A Hpd < Mw(D). (8.23) 


因此 , 有 界 领域 D 上 的 有 界 连续 函数 在 D 上 的 广义 积分 绝对 收敛 . 
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e) 有 界 闭 领 域 上 的 积分 
7.2 节 c) 中 平面 上 的 有 界 闭 领域 [D] 上 的 连续 函数 f(P) = f(z,y)(P = (z,y)) 
的 积分 , 在 [D] 为 闭 领域 (定义 7.3) 的 条 件 下 , 由 


/7(Pyaw = /1(P)aw (D 是 [的 开 术 ) 
ID] D 


定义 (定义 7.4)， 对 于 任意 有 界 闭 领域 [D], 若 同样 定义 连续 函数 f(P) 在 [D] 
上 的 积分 则 将 [D] 分 割 成 任意 两 个 都 没有 公共 内 点 的 有 限 个 有 界 闭 领域 [D] 
(= 1,2,…,v) 时 , 一 般 地, 基本 公式 


P)dw = P)dw 
[Pe =D VL ) 


不 成 立 ( 例 7.1). 为 了 使 此 公式 成 立 就 必须 对 讨论 的 有 界 闭 领域 的 范围 进行 适当 的 
限制 . 虽然 讨论 的 范围 可 以 是 可 确定 面积 的 有 界 闭 领 域 , 但 是 实际 应 用 上 适用 的 有 
界 闭 领域 是 闭 区 域 或 有 限 个 闭 区 域 的 并 , 所 以 在 有 限制 的 闭 区 域 上 , 对 积分 进行 了 
讨论 . 

但 是 用 这 种 方法 来 研究 R*(n > 3) 的 有 界 闭 领域 上 的 积分 格外 地 困难 (参考 
后 文 所 述 的 注 ). 与 其 这 样 , 倒 不 如 按 传统 的 方法 讨论 可 确定 容积 的 有 界 闭 领 域 , 这 
样 会 更 加 方便 . 
定义 8.1 设 ScR" 是 有 界 点 集 , 对 于 任意 的 = > 0, 车 存在 满足 SC 4e,w(4e) < 
< 的 区 间 块 4e, 则 称 5 的 容积 为 0, 并 记 为 w(5) = 0. 

车 w(5) = 0, 则 对 于 5 的 任意 子 集 TC 5, 显然 有 w(T) = 0. 若 w(5) = 0, 则 
w([5]) = 0, 另外 , 对 于 两 个 点 集 S 和 T, 车 w(S) = 0, w(T) = 0, 则 w(SUT) = 0. 
事实 上 , 若 5 C 4e,T C Be,4e 和 Be 是 区 间 块 , 并 且 w(Ac) < e,w(Be) < e, 则 
[S] c he,SUTC 4。 U Be. 并 且 根 据 (8.20) 式 , w(4。 U Be) < w(Ae) +w(Be) < 2e. 

若 Q 轩 . 是 (8.12) 式 的 立方 体 , 则 如 前 面 d) 中 的 开头 所 述 , n 维 空间 Rn 被 
分 割 成 边 长 为 bm = 1/2m 的 无 数 个 立方 体 8 加 .i,j…, 太 = 0, 士 ]) 士 2 …… 

引 理 8.3 ” 当 有 界 点 集 S Cc Rm 的 容积 为 0 时 , 若 与 S 有 公共 点 的 立方 体 @BY 
的 并 集 为 


则 


lim w(Bm) = 0. 
m—o0 


证 明 ”根据 假设 , 对 于 任意 的 = > 0, 存在 满足 5 C 4e,w(4-) < s 的 区 间 块 4e. 将 
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4 分割 成 有 限 个 区 间 Ki, K2,…, K, 并 且 对 于 每 一 个 区 间 天 令 


B\ 


QF..k 


= ， 电 
Q8 anKAzd 
则 显然 有 
imow(Bxm) = w(KM). 
因为 
Bm C Bim U Bam UU Bum, 
所 以 根据 (8.20) 式 ， 


w(Bm) 和 w(Bim) 十 w(Bom) 十 … 十 w(Bum)， 


因此 , 
limsupw(Bm) < lim Dw(Bam) = Dj w(K’) =w(Ac) <&e. 
ws oe =1 
又 因为 。 > 0 是 任意 的 , 所 以 slim, w( Bm) si | 


定义 8.2” 当 R" 内 有 界 闭 领域 [D] 的 边界 [Dj- D (D 是 [D] 的 开 核 ) 的 容积 为 0 
时 , 称 [D] 为 容积 确定 . 容积 确定 的 有 界 闭 领域 [D] 上 的 连续 函数 f(P) 在 [D] 上 
的 广义 积分 定义 为 ; 

人 rd 人 rpPdv (8.24) 


ID 
连续 函数 f(P) 在 有 界 闭 领 域 [D] 上 有 界 , 所 以 (8.24) 式 右边 的 广义 积分 绝对 
收敛 . 记 为 此 J(P)dw 或 者 J f(z1, 72,…, zn)dzidz2 … don 等 . 
[D] 是 有 界 闭 领 域 (D 是 [D] 的 开 核 ), 它 车 表示 为 任意 两 个 都 没有 公共 内 点 的 
有 限 个 闭 领域 [DAJ(D、 是 [DA] 的 开 核 , 和 = 1,2,…,v) 的 并 集 
[D]= [DY)UID UUIDN)U:…UIDY)], DND,=2 (A#p), 


则 称 [D] 被 分 割 成 有 限 个 闭 领 域 [D1], [D2],…, [D,]. 
定理 8.5 ” 若 /(P) 是 容积 确定 的 有 界 闭 领 域 [D] 上 的 连续 函数 , 则 当 [D] 被 分 割 
成 有 限 个 容积 确定 的 有 界 闭 领 域 [D1], [D2],…, [Dw] 时 ， 


P)dw= P)dw. 8.25 
VA Jdw Sh (8.25) 


证 明 ”采用 与 证 明定 理 7.7 一 样 的 方法 . 设 D 和 DA 分 别 是 [D] 和 [DA] 的 开 核 . 
根据 假设 , [DA] 的 边界 5、 = [Ds] - Da 的 容积 为 0, 所 以 并 集 5 = 山 SA 的 容积 也 
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是 0: w(S) = 0. 当然 D、CD,D\ND,=2( 和 #7p) 且 DC U DAUS. 将 Rn 分 
A=1 

割 成 边 长 为 gw = 1/2m 的 无 数 个 立方 体 Q 加 .上 且 满足 8 加. C D 的 立方 体 @ 

的 并 集 设 为 Am. 若 令 满足 Q88 kx C D 的 立方 体 @%.x 的 并 集 为 hxw, 并 且 令 满 

足 @8 ec D(Q 加 .x Y D3, 和 = 1,2,…,v) 的 立方 体 加. 的 并 集 为 Bm, 则 区 间 

块 hm 被 分 割 成 "+ 工 个 区 间 块 A1m, Azm,…, Awm, Bm. 因此 根据 (8.9) 式 ， 


攻 f(P)dw = b f(P)dw+ 人 f(P)dw. (8.26) 


区 间 块 序列 {Am} 和 {Asm} 分 别 从 内 部 单调 收敛 于 D 和 D、. 若 Q@ 吕 .Cc Bm, 则 
Q@8xns 关 台 . 根据 引 理 8.3， 


lim_w(Bm) = 0， 
所 以 , f(P) 在 [D] 上 有 界 , 因此 根据 不 等 式 (8.22)， 
,lim, 让 (Pd =0. 


故 , 当 mm 一 oo 时 , 若 对 (8.26) 式 取 极限 , 则 可 得 


hsp- (Pes, 


即 (8.25) 式 成 立 . 0 

目前 为 止 一 直 都 用 字母 K 表示 了 区 间 , 从 现在 开始 也 用 K 来 表示 有 界 闭 领 域 
[Dl: K = [D]. 
定理 8.6 。 设 K 是 容积 确定 的 有 界 闭 领域 , f(P), 9(P) 是 K 上 的 连续 函数 . 那么 

(1) 对 于 任意 常数 cc?， 

fr + oopyao=a /APao+o opdu 
K 断 KK 
(2) 车 K 上 恒 有 f(P) > g(P), 则 


人 rpae> /Piaw 


等 号 当 且 仅 当 在 K 上 恒 有 f(P) = 9(P) 时 才 成 立 . 
(3) 


| 六 Ja < /pi (827) 
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(4) 车 容积 确定 的 有 界 闭 领域 L 包含 于 KK: LC K, 则 不 等 式 
J wpaw < {Pla (8.28) 
L K 


frp- spyaol < [Pao flip C20) 


成 立 (参考 定理 7.8). 
证 明 ”根据 广义 积分 的 定义 (8.24) 式 和 前 一 项 d) 的 (1)、(2)、(3)、(4), 结论 显然 . 
口 


定义 容积 确定 的 有 界 闭 领 域 K 的 容积 为 
00= [00 = | dndrare dm 


则 显然 ， 
w(K)=w(D), D=(K). (8.30) 


若 将 K 分 割 成 有 限 个 容积 确定 的 有 界 闭 领 域 Ki, K2,…, K, 则 根据 定理 8.5， 
w(K)=w(Ki) + w(K2) 十 :十 由 (天 (8.31) 
车 工 是 K 的 容积 确定 的 子 闭 领域 , 则 
w(L) < w(K), LEK. (8.32) 
若 f(P) 和 g(P) 都 在 KK 上 连续 且 在 及 上 恒 有 g(P) > 0, 则 存在 满足 
J spor = 15) | stp, Ser, (8.33) 


的 点 S( 推 广 的 中 值 定理 , 参考 定理 4.3). 
[证 明 ] 设 f(P) 在 天 上 的 最 小 值 和 最 大 值 分 别 为 y 和 M. 则 根据 (2) 和 (1)， 


nf sta < | (Pps <M spa. 


又 因为 , 对 于 n 元 连续 函数 f(P), 定理 6.5 也 成 立 , 即 f(P) 的 值 域 f(K) 是 闭 区 
间 [4, M]. 因此 存在 满足 


1(5)= 人 HPo(Pao/ 人 oa 


的 点 Eee 五 . 口 
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(8.33) 式 中 , 令 g(P) = 1, 则 对 于 n 元 连续 函数 f(P), 中 值 定理 成 立 , 即 存在 
满足 


1 ns 
5 而 人 rm-yG) seKk, (8.34) 
的 点 S. 车 在 K 上 恒 有 |f(P)| < M, 则 


| 人 fd < Mw(K) (8.35) 


显然 成 立 . 
R" 内 的 领域 D 是 满足 下 面条 件 (*) 的 无 数 个 有 界 闭 领域 Ki, K2，… ,Km 
的 并 集 , 若 它 表示 为 


D=KiUK2U..UKmU:.., (K)N(Km)=¢ (Ll#m), 
则 称 D 被 分 割 成 无 数 个 有 界 闭 领域 Ki, Ka,…，, Km,……: 
D= © (KiU KaU...U Km). (0) 
m=1 


这 里 (KU K2U…U Km) 表示 Ki U Kz U…U Km 的 开 核 . 

此 条 件 (*) 对 应 于 平面 上 领域 分 割 的 条 件 (ii). 与 条 件 (i) 相对 应 的 是 下 面 的 
引 理 (参考 定理 7.11 前 的 (i), (ii)). 
引 理 8.4 ” 当 领 域 D Cc R”" 被 分 割 成 无 数 个 有 界 闭 领域 时 ， 将 这 些 有 界 闭 领 
域 按 适 当 的 顺序 排列 得 Ki, Ka2,……,Kn,…， 并 且 选取 适当 的 单调 递增 自然 数列 
7 7n2 My, 令 

Hy, = KiU K2 UU Km,, 

则 每 个 有 ,(v = 1,2,3,…) 是 有 界 闭 领域 . 
证 明 (1) 当 D 被 分 割 成 无 数 个 有 界 闭 领域 Ki, Ka, Ks,… 时 , 对 于 某 m, 设 
互 = KiU K2U.…U Km 是 有 界 闭 领域 , 即 (五 ) 是 连通 开 集 . 则 根据 条 件 (*) 式 , 对 
于 充分 大 的 自然 数 ! 有 


HC(HUKmHU Km+2 UU Ki). 


因此 , 若 从 Kmn+i Km+2, Km+3,… 中 适当 选取 s 个 闭 领域 Kn, Kms,…, Km,, 则 
存在 满足 
HC(HUKm UKms UU Km,) 


的 s 的 最 小 值 . 取 其 最 小 值 为 六 则 


HC (HU Km U Km UU Km,), 
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令 
H.=HU Km U Km UU Kmy (8.36) 


则 
HcC(H.). (8.37) 
为 了 证 明 瓦 , 是 闭 领域 , 即 开 集 ( 玉 .) 是 连通 的 , 我 们 假设 
(H)=UUV，UnNV =8，U,V 为 开 集 . 


因为 ( 玉 ) 是 连通 的 , 所 以 有 (五) c U 或 者 (五 ) CV, 无 论 哪 种 情况 都 一 样 , 不 妨 设 
(HH) c U. 同 理 , 对 于 每 一 个 和 = 1,2,…,h, (Km、) CU 或 者 (Km、) CV, 所 以 当 
1 和 < Ask 时, 设 (Kw)cUi; 当 k+1<A< 7 时 , 设 (Kw)CV. 并 且 令 


L=HUKm UUKm,, M= Km U UKn， 


因为 UnV =g%g 且 UV 和 V 是 开 集 , 所 以 [UNnV = 2 又 因为 HC [IU], 从 
而 HNV = g. 同 理 ,着 1 < 和 <n 则 Km、NV=8; 若 r+1< 和 <p, 则 
Km、 NU = 2. 因此 

LNV=%, MNU=%. 


UUV=(LUM)cCLUM, 所 以 (L)cUcL, 因 此 U=(L), 同 理 V=(M). 因为 
Hc(H,)=UUV,HNV=9%g, 所 以 


HCU=(L)= (HUKm UKm UU Km.). 


因此 根据 y 的 定义 , <= 心 从 而 M = gg, 即 V = @. 故 (H,) 是 连通 开 集 . 
(2) 首先 令 厂 = Km,mi = 1. 其 次 对 于 互 = FT, 根据 上 述 对 (1) 的 操作 方 
法 定义 也, 令 Hz = 把 .. 则 根据 (8.36) 式 , Hz 是 满足 


H2 = Km U Kma U Kms U:**U Km,) 
的 有 界 闭 领域 . 以 下 对 于 v = 2,3,4,…, 顺 次 令 
Hut1 = Hys 
则 可 获得 有 界 闭 领 域 


Huni = HyU Kmyon U Kmywra UU Kmewry 
= Km U Km, U Km, UU Km、 UU Kmyory: 
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根据 (8.37) 式 ， 
H, Cc (Hun), (8.38) 
所 以 jp(v) < pv + 1). 
(3) 为 证 明 D = Da 令 E= Da W = D 一 E. 因为 D 是 连通 的 , EE 
是 开 集 , 所 以 车 要 证 明 W= 1 只 须 证 畏 W 是 开 集 . 为 此 , 任 取 点 Pe W. 根据 条 
件 (*), 对 于 充分 大 的 m， 
Pe (KiUK2U:..-.U Kn UU Km). 


此 时 , 若 P¢ Kn 则 Pe (KiU…U Kn-1U Kati1U…UKm), 所 以 车 设 Kn(h = 
2,…,m) 中 满足 已 Kh 的 集合 为 Ka 入 = 1,2,…,7, 则 
Pe(Kam UKns UU Kp UU Kn), Pe Kh. 
此 时 , Kj、 n=. 事实 上 , 若 Kh nm 巨头 忆 则 关于 某 个 > 有 Kn、n Hs 了 儿 ,所 
以 Kn、C Hut1. 因此 Kh、C W, 所 以 
€ (Kn U Kns U Kns UU Kn) C W. 
a He! 2 因而 , 由 于 每 一 点 Pe W 是 W 的 内 点 , 所 以 W 是 开 集 . 因 
此 D= UH 
(4 和) 因为 D= v (本 )= vo Km 所 以 每 一 个 Kn 分 别 与 某 个 Km、 是 一 致 
的 . 即 Km, Km Kr … Km、,… 是 由 Ki, Kz, Ka,…, Km,… 经 过 变换 排列 顺 
序 而 得 到 的 闭 领 域 序列 . 口 
定理 8.7 ” 设 领域 D Cc R" 被 分 割 成 无 数 个 容积 确定 的 有 界 闭 领域 Ki, K2,… 
Km,…. 车 f(P) 是 D 上 的 连续 函数 , 则 


L MiP = > 人 Pa (8.39) 


) 


> 人 (Pdw < +oo 时 ,广义 积分 J f(P)dw 绝对 收敛 , 并 且 


sp = > 人 (Pjew. (8.40) 


证 明 ”根据 引 理 8.4, 存在 单调 递增 数列 {m,}, 使 得 HH, = Ki UK2U.…U Km, 是 
有 界 闭 领域 . 定理 7.11 的 证 明 中 , 只 要 将 Hm = KU Kz U…U Km 换 成 厂 ,, 则 证 
明 完 全 适用 于 本 定理 的 证 明 . 口 
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以 上 阅 述 了 容积 确定 的 有 界 闭 领域 上 的 连续 函数 的 积分 , 但 通常 在 实际 应 用 上 
必须 要 验证 所 采用 的 有 界 闭 领域 是 容积 确定 的 . 

首先 , 引 理 7.2 表明 了 平面 上 初等 曲线 的 面积 为 0. 因此 平面 上 的 闭 区 域 面 积 
确定 . 

如 C= {(z,w(z))la< zx < 5} 这 样 的 初等 曲线 是 定义 在 实 直线 R 的 闭 区 间 上 
的 连续 函数 的 图 像 . 同 初等 曲线 时 类 似 , 定义 在 平面 R? 上 的 有 界 闭 领域 五 上 的 连 
续 函数 z=xXx(z,2), 5=p(y,z) 及 y=w(z,z) 的 图 像 分 别 为 5={(z,y,x(z,y))|(z,y)e 
H},S = {(p(y, 2),y,2) |(y,2) EH} 及 5 = {(z,y(z,z),2) |(z,7) € 及}, 称 为 空间 R3 
内 的 初等 曲面 . 初等 曲面 S 的 体积 为 0: w(5) = 0. 此 结论 的 证 明 与 引 理 7.2 完全 
一 样 . 因此 , R3 内 的 有 界 闭 领域 K 的 边界 天 一 (K) 被 有 限 个 初等 曲面 覆盖 ,， 即 若 


K-(K)c b Sk， Sk 是 初等 曲面 ， 


则 KK 的 体积 确定 . 

平面 上 光滑 的 曲线 在 应 用 上 很 重要 . 类 似 地 将 空间 R3 内 的 光滑 曲面 如 下 定 
义 :了 是 (bu) 平面 上 的 有 界 闭 领 域 , 其 边界 由 有 限 条 光滑 曲线 组 成 . p = P(b zh), 消 一 
ba),X = X(t,u) 是 某 领域 G 2 T 上 的 连续 可 微 函 数 , 并 且 在 每 一 点 (t,wu) e 了 处 
的 函数 行列 式 


2 pu We 加 , |X Xu (8.41) 
We 加 Xt Xu Pe Pu 
中 至 少 有 一 个 不 为 0, 称 点 集 
5S= {(z,y,2)|z = y(t,u), y = w(t,u), 2 = X(t,u), (t,u) ET} (8.42) 


为 R3 内 的 光滑 曲面 . 并 且 (8.42) 式 是 曲面 5 的 参数 表示 , 称 tv 为 参数 . (8.41) 
式 的 函数 行列 式 至 少 有 一 个 不 为 0 这 个 条 件 可 以 用 下 面 的 不 等 式 
2 


2 
+ 办 加 虽 


Xt Xu 


Pt Pu 
We Du 


Xt Xu 
Pt Pu 


2 
>0 (8.43) 


表示 . 
车 引入 从 平面 上 的 领域 G 到 R3 的 连续 可 微 映射 

更 : (ba = (7,Y,2) = (p(t, 0), y(t ), x(t, )), 
则 显然 有 5 = 丈 (T). 
例 8.1 车 


__ 2 y= 2 _ H+-l 
TBFWTI "Biwtl’ * Btwtl 


如 
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则 (8.43) 式 的 左边 为 16( 刀 +xw2+D-<+. 车 工 是 半径 为 3 的 闭 圆 盘 {(t,) E+w < 
9}, 则 (8.42) 式 的 曲面 5 表示 从 以 R3 的 原点 为 中 心 、1 为 半径 的 球面 去 掉 以 “ 北 
极 ”(0, 0,1) 为 中 心 的 一 个 “冠状 领域 ”后 剩 下 的 部 分 : S = {(z,y,z) |2? +++22 = 
1,2 < 4/5}. 

参数 表示 (8.42) 式 中 , 例如 p(t,u) = t,y(t,u) = 久 恒 成 立时 , 5S={(z,y,x(z, 办 )| 
(Zz,y) ET} 是 光滑 初等 曲面 . 

空间 R2 内 的 光滑 曲面 3 的 体积 为 0: w(5) = 0.， [证 明 ] 因为 初等 曲面 
的 体积 为 0, 所 以 只 须 证 明 5S 被 有 限 个 初等 曲面 所 覆盖 , 即 存在 有 限 个 初等 曲面 
51, 52,…, Sm, 使 得 

SCSUSU...USn (8.44) 

即 可 . 任意 选取 点 (to,uo) e T, 则 (8.41) 式 的 函数 行列 式 中 至 少 有 一 个 在 (to,wo) 
处 不 为 0. 从 而 , 在 点 (to,uo) 处 
Pt Pu 
Pe Pu 


因此 , 根据 定理 8.3 或 者 定理 7.12, 若 取 (to, uo) 的 充分 小 邻 域 Uc G, 则 连续 可 微 
映射 


#0. 


$B: (bu) 一 (2,9) = Bt,u) = (p(t,u), p(t,u)) 
是 从 U 到 平面 上 的 点 (zo,yo) = 鲁 (to,uo) 的 一 个 邻 域 W 上 的 一 一 映射 . 并 且 若 将 
5 的 定义 域 限制 为 U, 则 5 的 道 映射 8-1 : (z,y) 一 (t,u) 在 W 上 连续 可 微 . 从 WW 
到 R3 的 连续 可 微 映射 yo。6-1 显然 可 以 表示 为 


Vo BY : (2,9) = (2,y, f(z,Y)). 


取 充 分 小 的 。 > 0, 车 Ue = Ue(to,uo) 是 (to,uo) 的 < 邻 域 , 则 [Ue] c U, 所 以 
五 = $([Ue]) C W 是 平面 上 的 闭 领域 . 因此 


VV]) = 到 (8 (H)) = {(z,y, f(z,9)l(z,y) € H} 


是 初等 曲面 . 

如 上 , 对 于 每 一 个 点 (t,u) e T, 若 取 < 邻 域 Uc(t,u) c G,e = a(t,u) > 0 充分 
小 , 则 ([Ce(t ao0]) 是 初等 曲面 . 根据 Heine-Borel 覆盖 定理 (定理 1.28), Tc G 被 
这 些 < 邻 域 的 有 限 个 Un (tk,ux),k = 1,2,…,m 所 覆盖 . 因此 曲面 S = z(T) 
有 限 个 初等 曲面 Sk = 亚 (|[De(e (tr, Uk)]), 大 = 1,2,……,m 所 覆盖 . 

称 空间 R3 内 的 有 限 个 光滑 曲面 51, 52,…,S。 ， 的 并 集 S= SUS2U. 0 
为 分 段 光滑 曲面 . 分 段 光 滑 曲 面 8 的 体积 为 0: ): 3) = 0. 所 以 车 有 界 闭 领 域 K 的 
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边界 S = 天- (K) 是 分 段 光 滑 曲面 , 则 K 是 体积 确定 的 . 下 面 的 图 是 一 个 带 有 分 
段 光滑 边界 的 有 界 闭 领域 的 例子 . 


以 上 是 根据 参数 表示 定义 了 曲面 , 下 面 我 们 根据 方程 来 定义 曲面 . 设 p(z,y, z) 
是 定义 在 某 领域 D c R3 上 的 连续 可 微 函数 , 若 在 D 上 恒 有 


P2192)? + pa(T1Y, 2) + py (Ty, 2)? + ps(T,y, > 0, (8.45) 
我 们 将 讨论 由 方程 p(z,y,z)=0 确定 的 点 集 
S={(z,y,2)€ Dlyp(z,y,2) = 0}. 


根据 (8.45) 式 , 在 每 一 点 已 = (z,y,z) < 5 处 , 偏 导 函 数 pz(z,y,z), py(7X,y,2)， 
p(T,y,z) 中 至 少 有 一 个 不 为 0。 所 以 不 妨 设 在 点 Po = (zo,yo,zo) e S 处 有 
wz(zo,yo,zo) 关 0. 则 根据 定理 8.2, 适当 选取 充分 小 的 = > 0,5 > 0, 使 得 


Ves(Po) = {(z2,y,2)z 一 zol<5 ly—yol<6lz— zol<e} 
时 , 在 点 局 的 邻 域 Vs( 友 ) 内 ,方程 p(z,y,z)=0 具有 唯一 的 解 2 = f(z,y), 即 
SnVa(P) = {(7,9, f(z,)Nz — zol < 5,ly — yl <}- 
并 且 f(z,y) 是 z, y 的 连续 可 微 函数 . 因此 , 若 
SPm = {(z,y, f(z,)llz — zol < 6/2, 1y — yol < 6/2}, 
则 Sm 是 光滑 初等 曲面 ， 


SNVe,s/2(Po) = Sp NVes/2(Po), Po€e Sp C5. 
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以 上 我 们 讨论 了 wz(zo,yo,zo) 关 0 的 情况 , 对 于 pz(Zo,yo,z0) 闫 0 或 者 py(zo0,yo， 
5o) 关 0 的 情况 也 完全 相同 . 因此 对 于 每 一 点 Pe 5, 存在 满足 Pe Sp c 5 的 光滑 
初等 曲面 SP, 使 得 在 P 的 充分 小 的 邻 域 VU(P) 上 


SnU(P)=SpnU(P)，PeSpc8 (8.46) 


即 在 每 一 点 PE 8 的 充分 小 的 邻 域 U(P) 内 , S 与 光滑 初等 曲面 Sp 一 致 8 是 有 
界 闭 集 时 , 5 是 有 限 个 Sp 的 并 集 : 


3S=SmnUSmU…USPU. USn， 


这 是 因为 根据 Heine-Borel 覆盖 定理 (定理 1.28), 3 被 (8.46) 式 邻 域 UV(P) 的 有 限 
个 : C(P),U(P)，…D(Pn) 所 覆盖 . 

在 (8.46) 式 的 意义 之 下 ， 当 有 界 闭 集 S C R3 在 每 一 个 点 P 的 领域 上 与 光滑 
初等 曲面 Sp 一 致 时 , 称 5 为 光滑 闭 曲面 . 若 上 述 方程 y(z,y,z)=0 所 确定 的 点 集 
9 三 {(z,y,z) |p(z,y,z) = 0} 是 有 界 闭 集 , 则 S 是 光滑 闭 曲 面 . 因为 5 是 有 限 个 光 
滑 初等 曲面 Sp,, Sp,,…, Sp,, 的 并 集 ， 所 以 光滑 闭 曲 面 5 是 分 段 光滑 的 . 因此 , 光 
滑 闭 曲面 5 的 体积 为 0: w(5) = 0. 

当 y(z,y,z) 是 领域 D 上 的 连续 可 微 且 满足 不 等 式 (8.45) 的 函数 时 ， 若 不 等 
式 yp(z,y,z) < 0 所 确定 的 点 集 K = {(z,y,z) E Dlyp(z,y,z) < 0} 是 有 界 闭 领域 ， 
则 其 边界 5 是 由 方程 p(z,y, >)=0 所 确定 的 光滑 闭 曲面 , 所 以 天 是 体积 确定 的 . 
球 : 22 十 妨 十 2 一 1 < 0, 椭圆 体 : 9/ 十 妨 / 妨 二 22/c? 一 1<0 等 都 是 有 界 闭 领 
域 的 实例 . 

此 结果 对 于 由 几 个 不 等 式 所 确定 的 有 界 闭 领域 也 成 立 ， 即 PA(T,Y, 2)A = 1, 
2,…,v) 是 领域 D 上 的 连续 可 微 函数 . 当 


K={(z,y,2)€ Dlpa(z,y,2) < 0 A=1,2,...,v} 


是 有 界 闭 领域 时 , 车 每 个 pa(z,y,z) 满足 不 等 式 (8.45), 则 天 是 体积 确定 的 . [证 
明 ] 令 5、 = {(z,y,z) e Dlpa (z,y,z) = 0}, 则 K 的 边界 扩 一 (K) 是 有 界 闭 集 
5 K(A = 1,2,…,v) 的 并 集 .根据 (8.46) 式 , 每 个 SA mn K 被 有 限 个 初等 曲面 
SPs Pk e SAN Kk = 12 ma 所 覆盖 所 以 K ~ (K) c 刷 Us. 因此 
K 是 体积 确定 的 . A O 
注 ”曲线 的 参数 表示 中 参数 的 定义 域 总 是 实 直线 上 的 闭 区 间 , 所 以 若 想 将 曲线 
分 割 成 有 限 条 曲线 , 只 要 将 I 分割 成 有 限 个 闭 区 间 即 可 . 正 是 因为 这 个 原因 , 我 们 
才能 简单 地 证 明光 滑 曲 线 被 分 割 成 有 限 条 初等 曲线 . 光滑 曲面 5 的 参数 表示 中 , 参 
数 的 定义 域 下 是 平面 上 具有 分 段 光滑 边界 的 闭 领 域 , 通过 将 开 分 割 ? 成 有 限 个 闭 
参照 岩 波 基础 数学 选 书 《 复 过 解析 )§2.2. 
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领域 来 推 得 $ 被 分 割 成 有 限 个 初等 曲面 并 不 容易 . 因此 仅 证 明了 曲面 3 是 被 有 限 
个 初等 曲面 履 盖 的 (8.44) 式 . 很 容易 将 平面 上 的 闭 领域 的 概念 推广 到 空间 R 情 
况 , 但 是 以 “ 闭 领域 " 为 基础 , 探究 三 元 函数 的 积分 论 却 很 困难 . 

将 上 面 对 空间 R3 内 有 界 闭 领域 的 叙述 可 以 推广 到 R" 内 的 有 界 闭 领域 的 情 
况 ， 首 先 , 称 定义 在 R"-! 内 的 有 界 闭 领域 了 H 上 的 连续 函数 yp1(z2,z3,… ,zn)， 
2a(z1 zs,zn) pn(zlz2， ,Tn-1) 的 图 像 : 


{(pi(za ra，znj,zayz3s Ln)|(T2, Z3,.*, Zn) € H}, 
{(z1, p2(T1, 73,° 7, Dn), L377 Tn)|(T1, 3 Tn) € H}, 


{(Z1 Tn Pn (Tl yzn-i)l(ztzo Zn-1) € H} 


为 Rn 内 的 初等 超 曲面 . 初等 超 曲 面 S 的 容积 为 0: w(S) = 0. 因此 车 R" 内 的 有 
界 闭 领域 KK 的 边界 KK 一 (K) 被 有 限 个 初等 超 曲面 覆盖 , 则 K 是 容积 确定 的 . 

其 次 , Rn 内 的 光滑 超 曲面 可 通过 关于 n 的 归纳 法 如 下 定义 . 设 了 是 R"! 内 
的 有 界 闭 领 域 , 其 边界 由 R*-! 内 的 有 限 个 光滑 超 曲面 组 成 ,pk(b = px(t1,t2,…， 
thn)(t = (如 上 二 1,2,…,n) 是 某 领域 G 2 T 上 的 连续 可 微 函 数 , 并 
且 每 一 点 t= (t1,t2,…,tn-1) ET 处 的 函数 行列 式 

(pl Ph-1 Pktls pn) 3 Ee 
TR EY 

中 至 少 有 一 个 不 为 0 时, 称 点 集 


S$ = {(zhza ZheyZnjlze = pk(t), k=1,. ,nteT} (8.47) 


为 R" 内 的 光滑 超 曲面 . 并 且 (8.47) 式 称 为 超 曲面 5 的 参数 表示 , 称 t1,t2，… ,tn-1 
为 参数 . 光滑 超 曲 面 被 有 限 个 光滑 初等 超 曲面 禾 盖 . 因此 Rm 的 光滑 超 曲 面 5 的 容 
积 为 0: w(5) = 0. 

称 R" 内 有 限 个 光滑 超 曲 面 的 并 集 为 分 段 光 滑 超 曲面 分 段 光滑 超 曲 面 的 容 
积 为 0. 因此 , 车 有 界 闭 领 域 K 的 边界 S = K - (K) 是 分 段 光 滑 超 曲 面 , 则 天 是 
容积 确定 的 . 此 时 称 K 具有 分 段 光滑 边界 . 

通过 领域 D 上 的 连续 可 微 的 函数 p(z1,72,…,zn)( 和 = 1,2,…,v) 定义 有 界 
闭 领 域 


K = {(zihza yzn) € Dlpa(T1, 72s, Tn) SO ， 入 =12 


时 , 若 在 D 上 恒 有 


和 
Pal In 有 十》 phzs(zD Zn) > 0， 入 一 上 2 办 
k=1 
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则 K 是 容积 确定 的 . 

f) 函数 序列 和 积分 

定义 在 任意 点 集 D < R" 上 的 函数 序列 {jm(P)}(jm(P) = fin(z1, za zn) 
P= (Z1,72,… ,zn) e D, m = 1,2,…) 的 收敛 和 一 致 收敛 的 含义 与 一 元 函数 序 
列 的 情况 完全 相同 . 即 在 每 一 点 Pe D 处 序列 { 思 (P)} 收敛 时 , 称 函数 f(P) = 
him jm(P) 为 函数 序列 {fm(P)} 的 极限 , 或 者 称 函数 序列 {f,(P)} 收敛 于 f(P). 
此 时 , 在 每 一 点 Pe D 处 , 对 于 任意 的 = > 0, 存在 自然 数 mo(e, P), 使 得 

车 m>mole,P)， 则 |fmn(P)-f(P)| <e 

成 立 ， 如 果 mo(e, P) = mole) 不 依赖 于 点 P < DD 而 确定 , 那么 函数 序列 
{fm(P)} 在 D 上 一 致 收敛 于 f(P). 

关于 一 致 收敛 和 连续 性 的 定理 5.5, 从 它 的 证 明 过 程 易 见 它 同样 对 n 元 函数 序 
列 成 立 . 即 , 若 D C R" 上 连续 的 函数 序列 {fm(P)} 在 D 上 一 致 收效 于 f(P), 则 
函数 f(P) 在 D 上 也 连续 . 

关于 单调 非 增 函数 序列 的 Dini 定理 (定理 5.7) 对 n 元 函数 序列 也 同样 成 立 ， 
定理 8.8 ”以 在 有 界 闭 集 K c R" 上 连续 的 函数 f,,(P) 为 项 的 单调 非 增 函数 序列 
{fm( 了 P)}, 如 果 在 K 上 收敛 于 连续 函数 f(P), 那么 {jm(P)} 在 天 上 也 一 致 收敛 于 
f(P). 
证 明 ”因为 定理 5.7 的 证 明 仅 基于 有 界 点 列 含有 收敛 的 子 列 (定理 1.30), 所 以 它 
完全 适用 于 n 元 函数 的 情况 . 口 

关于 实 直 线 的 闭 区 间 上 连续 的 一 元 函数 序列 的 定理 5.8 及 Arzela 定理 (定理 
5.10), 对 于 R" 内 容积 确定 的 有 界 闭 领域 上 连续 的 n 元 函数 序列 也 成 立 . 
定理 8.9 ”以 在 容积 确定 的 有 界 闭 领域 Kk CR" 上 连续 的 函数 f,(P)= f(z1,z2,.…， 
Zn)(P = (20 22 ,Zn), mm = 1,2,…) 为 项 的 函数 序列 {f5,(P)}, 如 果 在 KK 上 一 臻 
收敛 于 /(P), 则 


人 HPae= im, { fnlPYaw, FP)= jn(P (848) 
kK KK 
证 明 ”利用 定理 8.6 和 不 等 式 (8.35) 来 证 明 , 其 过 程 和 定理 5.8 的 相同 . 0D 
定理 8.10(Arzela 定理 ) ”在 容积 确定 的 有 界 闭 领域 KC Rn 上 , 函数 f.,(P) 
(m = 1,2,3,…) 连续 且 一 致 有 界 , 即 存在 和 m 无 关 的 常数 MX 使 得 当 | fa(P)| < MY 
恒 成 立时 , 若 函数 序列 {jn(P)} 收敛, 并 且 其 极限 f(P) 在 K 上 连续 , 则 
fs = ,im Pd A(P)= ,lim fn(P). 
月 有 im 


证 明 ”在 以 一 元 连续 函数 为 项 的 函数 序列 {f(z)} 的 情况 下 , Arzela 定理 的 证 明 
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可 以 归结 于 Dini 定理 的 证 明 . 此 证 明 虽 然 不 简单 , 但 却 是 初等 的 , 也 同样 适用 于 以 
nn 元 连续 函数 为 项 的 函数 序列 {f,,(P)} 的 情况 . 口 

g) 积分 号 下 的 微 积分 

关于 积分 号 下 的 微 积分 定理 6.19 可 以 推广 如 下 : 容积 确定 的 有 界 闭 领域 K C 
BR” 和 闭 区 间 [a, 8](a < 8) 的 直 积 为 

K x {a,B] = {(z1,72,°*, Zn, t)|(T1,72,°**, Tn) E K, a gt<B), 

f(z1,z2，,… ,Zn,t) 是 定义 在 K x [a,B] 上 的 有 界 函 数 , 并 且 固 定 t 时 , 它 是 n 个 变 
量 z1,7z2,… ,zn 的 连续 函数 ; 固定 z1,z2,… ,zn 时 , 它 是 t 的 连续 函数 . 此 时 下 面 
的 定理 成 立 . 
定理 8.11 (1) F(t) = ff esse an danidra dm 是 闭 区 间 [a 8] 上 关于 


B 
4 的 连续 函数 ，/ (zu za ， ,zwdt 是 K 上 的 关于 22,…zn 的 连续 函数 

(2) 车 f(z1)z2,…,znyt) 关于 + 可 偏 微 , 偏 导 函 数 户 (niyza yzn 在 天 x 
[a,8] 上 有 界 且 关于 z1,z2,…,zn 连续 , 则 F(t) = fees em ardea am 
是 关于 t 的 可 微 函 数 , 其 导 函数 由 

mo=/ fi(T1, 72,°*, Ln, t)dr1dr2 dzn (8.49) 
K 

给 出 . 

(3) 令 

f(Pt) = f(z 72. ,Tn,t), P= (T1727, Tn), dw = dridr2:* den 


f (f seow)u=/ ( /eol dw. (8.50) 


证 明 ”利用 Arzela 定理 (定理 8.10), 与 定理 6.19 的 证 明 过 程 一 样 来 证 明 即 可 . 口 
推论 ou vazn 昌 = 人 Jean vazns9dt 是 闭 领 域 扩 x [ov 月 上 的 关于 n+1 
个 变量 z1,z2，,…, zn,t 的 连续 函数 . 

证 明 ”根据 假设 |f(z1,…,zn,)| < M, M 是 常数 , 所 以 


|B(z1,°°%, Tn,t) — BT1 ,Tn T)| < Mt — 1), 


则 


因此 
|B(z1,0%, Zn,t) — BE En TS Mlt—7|+ {Br Ln, 7) — B61 én, 7)| 


又 根据 上 述 的 (1), 8(z1,… ,zn,7) 是 z1,… ,zn 的 连续 函数 . 因此 $(z1,…, zn, 
是 z1,…,zn,t 的 连续 函数 . 口 
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8.3 ”积分 变量 的 变换 


a) 累 次 积分 
平面 内 的 矩形 K = {(z,y)|la < z < b,c < y < d} 上 的 连续 函数 f(z,y) 在 天 
上 的 积分 作为 累 次 积分 , 用 


人 eaarty=/ / “ydz 


表示 (定理 7.3). 同 理 , R* 内 的 区 间 K = {(z1,22,… ,zn)|ar < v1 < bla < 2 < 
52,… ,Qn < zn < bn} 上 的 连续 函数 f(z1,7z2,…, zn) = f(P)(P = (21, 52 71)) 
的 积分 作为 累 次 积分 用 


reo ams [ass fs 


表示 . 这 可 以 根据 下 面 的 定理 直接 获得 . 


定理 8.12 若 
H= {(za ,zn-i)la < zi < by an-l < Tn_1 < bn-1} 
则 
fs j= 广 he ,Tn—l, Tn)dz1,... dzn-1. (8.51) 


证 明 根据 定理 8.11 的 (0) /7(zu…,zn-nznjdzl …dzn_l 是 关于 z 的 连续 
函数 . 若 将 区 间 古 分 割 成 小 区 和 则 在 每 个 小 区 间 上 的 积分 , 中 值 定理 (8.34) ae 
立 . 因此 定理 的 证 明 过 程 与 定理 7.3 的 证 明 一 样 . 

在 (8.51) 式 中 , 车 将 n 换 成 n + 1; zn+l 换 成 二 an+lbn+l 分 别 换 成 了 
jz za ,DnsZn+1) 换 成 f(PP,t); dz1dz2.… dzn 换 成 dw, 则 (8.51) 式 变 为 

b 
/reve= | at [Pee (8.52) 

因此 , 根据 (8.50) 式 ， 


/ f(P,t)dwdt = 人 dw / " f(P,t)dt. (8.53) 


下 面 讨论 7.2 节 d) 的 累 次 积分 的 推广 ， 设 HH = {(z1…,zn)lal < mg 
an < zn < bn} 是 R" 内 的 区 间 ,y(P)=y(z1, 22,.… ,2n)(P= (1, 72,.……, cn)) 
是 在 瓦 上 连续 上 且 满足 V%(P) > a(a 是 常数 ) 的 函数 , 若 令 


K={(Pt)lPeH, agt<ww(P)), 
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则 K 是 R"+! 内 的 有 界 闭 领 域 . 这 里 ，(Pt) 表示 (z1,z2,…,zn,t)，K 的 边界 
由 2n + 2 个 初等 超 曲面 组 成 ， 其 中 的 一 个 是 {(P,w(P)) |P e H}, 其 他 的 为 超 平 
面 : zk = ax, zk = bk 二 1,2,…,n, 和 t=a 所 以 天 是 容积 确定 的 . 


定理 8.13 ”车 (Pt) = /zhza……,zntb 是 天 上 的 连续 函数 , 则 等 式 


vw(P) 
/sm davat= Lf Poa (8.54) 


成 立 . 
此 定理 8.13 是 定理 7.10 的 推广 . 车 令 f(P,t) =1, 则 (8.54) 式 变 成 


(1)= { WP) -oa (8.55) 
五 


此 式 左边 的 w(K) 表示 闭 领 域 K 在 R"+1 上 的 容积 . 

证 明 ” 同 定理 7.10 的 证 明 一 样 , 首先 根据 连续 函数 y(P) -a 在 区 间 五 上 的 积分 
定义 有 (8.55) 式 成 立 . 其 次 取 常 数 b, 使 得 恒 有 V(P) < 5b, 车 当 a <t<y(P) 时 , 令 
HP,t) = f(Pt); B YP) < t < 6 时, 令 f(Pt) =g(P),g(P) =f(Py(P)), 则 将 K 
上 的 连续 函数 f(P,t) 延 拓 到 区 间 万 x [a,4] 上 的 连续 函数 (Pt). 根据 (8.53) 式 ， 


~ b ~ 
大 i f(P,t)dwdt = J dw / f(P,t)dt. 
因此 , 用 与 定理 7.10 相同 的 证 明 方法 , 等 式 (8.54) 可 以 归结 到 等 式 


人 spdodt= /Piw(P -wa (8.56) 
K HH 


二 
若 将 区 间 五 分 割 成 有 限 个 充分 小 的 区 间 Hi,k = 1,2,…,m, 则 相应 地 天 被 
分 割 成 闭 领域 Ki = {(PDIP < Hk,a < t < WP)}, k= 1,2,…,m. 根据 推广 的 中 
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值 定 理 (8.33) 式 和 (8.55) 式 , 对 于 每 一 个 , 存在 点 Si e Hi, 使 得 
rpm-od=olsoolk 


因此 根据 定理 8.5， 


fs pyaar -人 rpem-odo= > 人 (9(P) -5050)aedt 


因为 9(P) 在 闭 区 间 万 上 一 致 连续 , 所 以 对 于 任意 给 定 的 = > 0, 若 取 充分 小 的 各 
区 间 Hi, 则 当 Pe Hi 时 , 就 有 |g(P) -9(Sb)| < e 成 立 . 因此 


[sp PUP) -oau| < ea) 


故 (8.56) 式 成 立 . 口 
推论 ” 设 p(P), w(P) 是 区 间 有 上 的 连续 函数 , 并 且 在 (H) 上 恒 有 yp(P) < w(P)， 
令 

K={(P PEH, vlP)<t<wP)}. 
若 /(Pt) 是 闭 领 域 K 上 的 连续 函数 , 则 


vw(P) 
Pt)dwdt = dw dt .57， 
人 APDaed 人 f(Pt)at (8.57) 


可 以 将 这 个 推论 推广 到 五 是 容积 确定 的 任意 有 界 闭 领域 的 情况 . 
定理 8.14 设 互 是 R" 内 的 容积 确定 的 有 界 闭 领域 , p(P) 和 %(P) 是 五 上 的 连 
续 函 数 . 当 在 (H) 上 恒 有 yp(P) < yw(P) 时 , 令 


K={(PtlPeH, v(P)<t<wP)), 


则 天 也 是 R"+! 内 的 容积 确定 的 有 界 闭 领域 , 并 且 对 于 K 上 的 连续 函数 f(P,t)， 
等 式 


vw(P) 
f(P dudt = dw [ ‘pNP dat (8.58) 
成 立 . 
证 明 EK 的 边界 KK 一 (K) 由 点 集 $= {(P,t)lPeH-(H),p(P) <t<y(P)} 和 
两 个 初等 超 曲 面 {(P, e(P))|P e 有 H}, {(P,w(P))|P e H} 组 成 . 因为 初等 超 曲面 的 
容积 为 0, 所 以 要 证 明 K 是 容积 确定 的 只 须 证 明 3 的 容积 为 0 即 可 . 若 H 上 yp(P) 
的 最 小 值 为 a, w(P) 的 最 大 值 为 6, 则 


SC[H-(H)) x [0,A), 
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因此 只 须 证 明 [及 - ()] x [as gl 的 容积 为 0 即 可 . 根据 假设 , 刀 在 R" 上 是 容积 
确定 的 , 所 以 对 于 任意 的 。> 0, 存在 满足 HH 一 (H) C B,w(B) << 的 Rn 内 的 区 间 
块 B. 


[IH-(H)x [oA cBx [0,A), 


并 且 Rn+l 内 的 区 间 块 B x [a, 有 | 的 容积 为 (8 -a)2(8) < (8 一 Qa)e. 因此 , [H 一 
(B)] x [a 6] 的 容积 为 0 

根据 引 理 8.4, 可 以 选取 从 内 部 单调 收敛 于 ( 互 ) 的 区 间 块 序列 {Hv}， 使 得 每 一 
个 到 是 有 界 闭 领域 . 车 对 于 H, 令 


K,={(P tlPeH,, vy(P)<t<w(P)}, 


则 K, 是 有 界 闭 领域 . 若 将 区 间 块 H, 分 割 成 有 限 个 区 间 ， 则 相应 地 Kv 也 被 分 割 
成 有 限 个 闭 领域 . 当 H 是 区 间 时 , 等 式 (8.57) 成 立 . 因此 , 根据 定理 8.5， 


人 Tbaedat= a [tp da 


we(P) 
wvP) 
其 中 ， 凡 7( 忆 地 是 根据 定理 811 的 (1) 得 到 的 关于 P= (ztvza,…'，zn) 的 连 
) 
续 画 数 “根据 广义 积分 的 定义 (8.13) 式 和 (8.24) 式 ， 


tp(P) vy(P) 
/| dw JUPtdt= lim | dw f(P,t)dt. 
H eP(P) vom. v(P) 


故 要 证 明 此 定理 只 须 验证 
J f(t = mm f(P,t)dwdt 
ke vo0 fk, 

即 可 . 因为 


(= DD), (= {PP e (HW), vlP) <t<wP)}, 


所 以 (K) = 六 (Kw). 又 因为 { 厂 .} 是 “单调 递增 ” 的, 所 以 {Kv} 也 单调 递增 即 
v=1 

(Ki) C (K2) CC (Kv) Ce 因此 若 {Am} 是 从 内 部 单调 收敛 于 (K) 的 区 间 块 

序列 , 则 根据 Heine-Borel 覆盖 定理 有 ， 对 于 每 一 个 m, 存在 v(m) 使 得 当 v > v(m) 

时 , Am C (Ky). 因此 hm C Kv CK,， 所 以 根据 (8.28) 式 ， 


[Wp dvdt < 人 boats fp dwar. 
Am K, K 
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另 一 方面 , 根据 广义 积分 的 定义 ， 
人 aa= /Poaud= ,lim [Wiad 
K (K) NS 


因此 
sm [VP doat= {i(P lav 
从 而 根据 (8.29) 式 ， 
lim 上 Podod- 人 f(P, t)dwdt| = 0. 口 
woo IR Ks 
在 (8.58) 式 中 , 令 f(P,t) = 1, 则 获得 天 的 容积 公式 
oO = [ WP) -wp)ao. (8.59) 
五 


特别 地 ， 当 K 是 空间 R3 内 的 闭 领域 时 ， 若 将 (Pt) 改写 成 (z,y,z), 则 (8.58) 
式 、(8.59) 式 分 别 变 成 


Yr,y) 
| fe sirdyaz = | sray [tw sas, (8.60) 
K H p(TY) 


w(K) = 人 (Wlz,9) — plz, 9))dzdy. (8.61) 


例 8.2 。 举 一 个 极 简单 的 例子 ， 计 算 Ra 内 的 以 原点 O 为 中 心 、R 为 半径 的 球 
KK: 2 十 让 十 22 < R? 的 体积 . 因为 


K={(v ye tSR, -VBE-n-R<z<VR -ry), 
所 以 根据 (8.61) 式 ， 
w(K)= / 2VR?— 7?— ydrdy. 
T+ SR 
令 z=reosb,y =rsin0, 并且 将 z,y 变换 成 极 坐标 7,0, 则 根据 例 7.5, 得 
w(K)= [ [2 一 r2rdrdb = 三 VR —r2rdr = A183. 
0 Jo 周 了 


这 是 我 们 所 熟知 的 结果 . 
设 A(z),u(z) 是 闭 区 间 [a, 上 的 关于 z 的 连续 函数 , 当 a < z < 8 时 ， 
A(z) < jp(z). 车厂 = {(z,g)|a <z <b,A(z) <y< jp(z)}, 则 根据 定理 8.11 的 推 
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p(Ty) 
论 ，/ f(y 3) 是 关于 zy 的 连续 表 数 ,所 以 根据 累 次 积分 的 公式 (7.50) 


PTY) 
(8.60) 式 可 以 改写 为 


b pz) wp(zy) 
J rw avdydz = [uf [few a). 
K a ) 


Xz) ole 
因此 , 若 令 
Kz = {(y, 2)A(z) Sy < pz), Plz,Y) < 2 < bz,Y)), 


则 根据 (7.50) 式 , 得 


b 
人 jf(rz,yz)dzdydz = | dz 大 f(z,y, 2)dydz. (8.62) 
此 时 
K={(vy la Sr <b, Mr)Sy nT), Ploy) Sz< yr,y)}, (863) 


并 且 , 闭 区 域 
Kz = {(y, 2)|(z,y,2) € K} (8.64) 


表示 通过 点 (z,0,0) 与 z 轴 正 交 的 Ra = R x R? 内 的 平面 zx R? 上 的 KK 的 “ 截 
面 "， 即 
zxKz=KnzxR2. 


若 在 (8.63) 式 中 交换 y 和 z, 则 有 
K={(z,y,2)la < <b, Mz)<z< p(T), p(x,2) SY < Vz, 2)}. (8.65) 


对 于 这 种 形式 的 闭 领域 K, 令 Kz = {(y,2) |(z,y,z) e K}, 则 累 次 积分 公式 (8.62) 
依然 成 立 . 

设 K Cc Rs 是 有 界 闭 领域 , 并 且 将 K 分 割 成 有 限 个 闭 领域 Kj,j = 1,2,…,m. 
车 K; 可 以 写成 (8.63) 式 或 者 (8.65) 式 的 形式 : 


Kj = {v2)lay ST Sb NF) SYS (Ts), pi(7,Y) <z < (my)} 
或 者 


Kj;={(zy,2)la; ST Sh, NT) SzSp(s), pi(z2) YE (2, 2)}, 
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则 对 于 K 上 的 连续 函数 f(z,y, z), 累 次 积分 公式 
人 f(z,y, Warevas = faz f f(z,y,z)dydz (8.66) 
成 立 . 这 里 ， 4= mjnay, b= mx 加 , Kz = {(y,2)|(z,y, 2) € K}. 
[证 明 ] 根据 G8, 62) 式 ， 
bs 
人 f(z,y, 2)drdydz -人 人 f(z,y, 2)dydz, 


当 Ks = fallew as 而 } 是 空 集 时 , 若 令 /Te adydz= 0, 则 有 
人 f(z,y,z)drdydz =/ «of. f(z,y, 2)dydz. 


若 对 该 等 式 两 边 取 和 :可 直接 得 到 (8.66) 式 . 0 


一 般 地 , 即使 有 界 半 领域 kc Ra 的 体积 确定 , 也 未 必 有 有 无。 的 面积 确定 另 
外 即使 K; 的 面积 确定 , 也 未 必 有 人 f(z,y,z)dydz 是 关于 z 的 分 段 连续 函数 ,所 
以 公式 (8.66) 右边 的 积分 未 必 能 够 有 定义 9. 
例 8.3 ”Rs 内 的 以 原点 O 为 中 心 、R 为 半径 的 球 用 

K={(zy ol < R, ly< VBE-s, ll< VERE- 
来 表示 . 则 K 是 (8.63) 式 形式 的 闭 领域 . 在 z 轴 上 给 定 一 点 P = (p,0,0),p > 0， 
并 且 设 点 (z,y,z) 与 已 的 距离 的 倒数 为 
: 
f(z,y,2) = VE TT 

计算 f(z,y,z) 在 K 上 的 积分 . 根据 公式 (8.66)， 


rs dyds 
人 f(z,y, 2)drdydz = / da 人 J (8.67) 


当 (z,y,2) 一 了 时 , f(z,y,z) 一 +oo. 当 已 e 天 时 , 若 考虑 
人 rewaandmtz= 局 f(z,y, 2)drdydz, 
at 


四 根据 Lebesgue 积分 论 , K 是 体积 确定 时 ,累积 分 公式 (8.66) 是 恒 成 立 的 . 参照 岩 波 基础 数学 选 书 ， 
《现代 解析 入 门 》 续 篇 《测度 = 积分 》，86.3. 
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则 积分 绝对 收敛 且 (8.67) 式 成 立 . 因为 Ks 是 以 (0,0) 为 中 心 、VE 一 x 为 半径 
的 闭 圆 盘 : y? + z2 < R? 一 z2, 所 以 车 令 y = rcosb z=rsin0, 7?=t, 则 


J dydz 站 二 人 rdrdb 
» V(t -p+y+2 Jo o V(z 一 p 有 2 十 到 


En yi te 
0 V(z 一 p)2 二 + 上 t 
=2r(V(z 一 p)2 二 民 2 一 7Z2 一 V(Z 一 p)2). 
因此 
人 Fd jd 2 [ (VE + pz — | — pl)dz. 
对 上 式 右边 的 积分 , 将 0< p < RR 和 p > R 两 种 情况 分 开 来 计算 , 则 得 
2r 
dzdydz 2 0<p<h 
(他 一 0 十 妇 十 好 
长 3 p>R. 
假定 K 是 由 均匀 的 物质 组 成 的 球体 , 则 此 积分 表示 (除去 比例 常数 )K 是 生成 重力 
场 的 点 已 = (p,0,0) 处 的 势 . 
b) 积分 变量 的 变换 
考察 领域 Cc Rn 到 领域 D Cc R" 上 的 连续 可 微 一 一 映射 


更 : (uiyu2 Un) 一 (Z1)72……,Zn) = (Pl(u)p2(u) ,pn(u)). 


这 里 , pk(u) = JPk(uayaa an)(u = (ua ,tin)) 是 巨 上 的 nn 个 变量 wi,wo,…， 
un 的 连续 可 微 函数 . 设 5 的 函数 行列 式 为 

J(u) = Tu va, tn) = 人 
并 且 在 巨 上 恒 有 J(w) 关 0. 则 J(w) 是 BE 上 的 连续 函数 , 所 以 恒 有 J(wu) > 0, 或 者 
恒 有 J(w) < 0, 两 者 必 居 其 一 . 根据 定理 8.3, $ 的 逆 映 射 


1 


$1 :P= (zubz2 yzn) 一 (utu2 Un) = (ua(P),ua( 忆 un(P)) 


在 D 上 连续 可 微 . 若 $ 是 n 个 实数 的 组 (ui,ua，……,un)s 已 和 点 已 = (zz 
zn) E DD 之 间 的 一 一 映射 , 则 D 的 每 一 点 已 可 以 由 (wi1,w2,…,un) 唯一 确定 ， 
所 以 (wi,t2,…,un) 可 以 看 成 是 点 已 = $(wi,t2,… ,un) 的 新 坐标 . 因此 8-! : 
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(zz2 Zn) 一 (uaa un) 是 将 点 已 的 原 坐 标 (zi zz,…,zn) 变换 成 新 坐 
标 (ui,uz,…,un) 的 坐标 变换 . 

设 f(P) = (zl,zz,……,zn) 是 定义 在 领域 D = 6(E) 上 的 z1,z2,…,zn 的 连 
续 函数 , 则 f(B(w)) = f(yp1(w),p2(w),…,pn(w)) 是 定义 在 已 上 的 uayua, ,an 的 
连续 函数 . 此 时 有 与 定理 7.13 一 样 形式 的 换 元 积分 公式 成 立 . 即 
定理 8.15 


/yanam am= / |7(8B(w))| :|T(u)lduidus du (8.68) 
D E 
并 且 当 17(P)ldridza dzw < +o0 时 ， 

D 


/ f(P)dzidz2 .dzrn =/ f(B(u))|T (wlduduz :dun. (8.69) 
D E 

证 明 ? (1) 首先 8 是 两 个 连续 可 微 映射 51 和 5 的 复合 映射 : 5 = B10 Bo 时 , 若 定 
理 8.15 关于 和 5 都 成 立 , 则 可 以 验证 它 关 于 5 也 成 立 . 为 此 , 若 在 5 = $1o 5 
中 


$B :aa Un) = (V1 V2 Wn) = Bi (U1, U2, Un) 
是 已 到 某 领域 Gc R* 上 的 映射 , 则 
$2 : (V1 V2 Wn) = (T1727 Dn) = Bo(v1, V2, Vn) 


是 从 G 到 D 上 的 映射 . 因为 $ = 6oo B, 是 一 一 映射 , 所 以 81 及 5 都 是 一 一 映 
射 . 若 B1 和 go 的 函数 行列 式 分 别 是 


oo) _ Bcl 7zn) 
7 = 8 Un) 为 的 Da wn) 
则 5 = Bo 的 函数 行列 式 为 
J(W) = ER = 0) TW) = (mW) lw). 


根据 假设 ， 
/ |f(P)ldzidr2 …dzn -/ \f(@2(0))| :172(v)ldvidva du 
D G 
并 且 车 g(v) = f(gB2(v)) 玉 (v), 则 
| lg(v)ldvidv2 -… dun = 人 lg(B1(w))| :|i(w)lduidus dun. 
G E 


@@ 对 于 二 元 函数 我 们 是 在 J(u) > 0 的 假设 下 证 明了 定理 7.13, 但 在 此 处 为 了 方便 起 见 是 在 J(u) 关 0 
的 假设 下 证 明定 理 8.15, 将 J(w) 换 成 | (wu)| 正 是 这 个 原因 . 
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所 以 
g BU DD) = f(D) TBD = F800)) TW), 
因此 
/ MPlamdza aze= / |f (G0))) .17(Colduaduz dun. 
了 E 


同 理 , 在 HCldnam am < +oo 的 情况 下 ， 


人 rpamam -den = [fC oldu au 
D E 
(2) 与 8.1 节 定 理 8.3 的 证 明 相同 , $ 是 


B: (Un) 一 (Th Tm Tmtls Zn) = (Pi Pm(W), Umtl an) 
形式 的 映射 , 即 Pm+i(u) = Umtl pn(u) = Un 恒 成 立时 , 用 关于 m 的 归纳 法 证 
明定 理 8.15?. 此 时 ， 

Op1(W), ee, pm(W)) 
O(u1, U2,*** ,Um) . 


如 8.2 节 d) 中 所 述 , 将 领域 Cc R" 分 割 成 无 数 个 区 间 了 1, L2,…， Lh，… 根 
据 (8.17) 式 ， 


J (us U2, Un) (8.70) 


fee Oldman = > UCL am 

E h=1 Ln 

并 且 根 据 (8.18) 式 , 当 上 式 右边 的 级 数 收敛 时 
read = > rsd dn 
E h=1" Ln 


车 Kh = 8(Lh), 则 D = B(E) 被 分 割 成 无 数 个 有 界 闭 领域 Ki, K2,…, Kn,…… 
为 每 一 个 Kx 都 具有 分 段 光滑 的 边界 , 从 而 它 是 容积 确定 的 . 因此 根据 定理 8.7， 


Planaam de -> 人 (Plandra. dm 
当 右 边 的 级 数 收敛 时 ， 
人 Param am => ff Pam 


加 7.3 节 c) 中 是 在 “不 定 积分 ”的 基础 上 证 明了 定理 7.13， 为 此 计算 了 8 个 闭 区 域 Ki, K2，…Ks 
上 的 积分 ， 要 用 相同 的 方法 证 明定 理 8.15 就 必须 计算 所 有 的 n = 3 的 情况 , 即 26 个 闭 领域 上 的 
积分 , 这 实际 上 是 不 可 能 的 . 
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因此 车 要 证 明定 理 8.15, 只 须 对 于 每 一 个 h 证 明 等 式 
/ f(P)dz1dz2 .dzn =/ f(G(W)T dudu dun (8.71) 
Kn Lh 


成 立即 可 . 


(3) 当 m = 1 时 , 从 定理 8.13 的 推论 (8.57) 式 , 可 如 下 容易 地 推出 等 式 (8.71). 
此 时 


$: (ua Un) 一 (zz2 Zn) = (p10), 2 Un), 


又 因为 za = uz,…,zn = un, 所 以 若 从 一 开始 就 将 变量 wo,… ,us 写成 Ts 
则 映射 五 表示 为 : 


B: (72 Zn) 一 (Pi(uz2 yzn)z2 yzn). 
取 区 间 Li 中 的 一 个 为 
三 = {ura Tn)la Su Sh, a za < ban rn < bn}, 


为 方便 起 见 , 令 8 = (zo,…,zn), H = {Qlas < 22 < boysan < rn < bn)a = 
al,b = ja, 并 且 将 上 式 表示 为 


L=[0dxH= {Qa<u < eH}. 
则 对 应 的 K 用 


K= $(L)={(z1,Q)r1 = pu,0),, agsu gb,Qe H} 
表示 . 根据 (8.70) 式 ， 
B90) = J 0) #0 


所 以 恒 有 Gp1(w1,Q)/6ul > 0 或 者 恒 有 wp1(wu1,Q@)/Bu < 0. 首先 考虑 恒 有 Owpi(wi， 
@)/aua > 0 的 情况 ， 则 z1 = pi(w,@) 是 ui 的 单调 递增 函数 ,所 以 若 p(Q@) = 
9219) VCG) = pi(b, 8), 则 


K = {(z1,Q)|p(Q) < z1 < $0),Q € H}. 
因此 根据 (8.57) 式 ， 


vp(Q) 
senda = [dra [ f(z1,Q)dz1. 
K H v(Q) 
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wb(Q) 
在 积分 / fw 中 , 令 一 pt 将 积分 变量 z 变换 成 u, 则 
根据 换 元 积分 公式 (4.56)， 
(Q) b 
[> fn Qa = TE AT 
(9) a 
又 因为 Vi(unQ) = api(u,Q@)/au = J(w,Q), 所 以 
b 
fle Oanara. den = / dra dan {fpr 0), la， 
K H a 
将 此 式 右边 的 积分 变量 z2,…: ,zn 换 成 u2,… ,un, 则 
b 
[spjarars.aen = faa fro) Ta 
kK H a 
因此 根据 (8.53) 式 ， 
人 f(Pldmdza az= 上 (8B(u))J(ujduadua dam. 
K L 


即 等 式 (8.71) 成 立 . 
当 Bpi(w,Q)/Ou1 <0 恒 成 立时 ， 


K = {(z, OW < z1 < p(Q), Qe H), 
所 以 
~(Q) 
resohanam am 上 dm dmn [flor Qn 
K H »(Q) 
又 因为 WasG) = yunQ) = 一 |J(u@) 所 以 
P(G) a 
[fen Qa = CR TAT 
vv(Q) b 
=- [ftp: 0 OW em 
b 
= f(t, 0), Oa Oour, 


因此 此 时 (8.71) 式 也 成 立 . 
从 而 , 当 m = 1 时 , 定理 8.15 成 立 . 
(4) 设 连续 可 微 映射 


Bi m2 Dm Tmt En) = (npa(t pm) mtn) 
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是 从 忆 到 领域 G 上 是 一 一 映射 , 逆 映 射 67! 在 G 上 连续 可 微 . 若 5 = 更 e B71， 
则 


更 :pa( Pm(U), Um+1, Un) 
一 (ZDT2 ,Lm Tmt le, Tn) = (P1(W), Pa) Pm(W), Umtls yun) 


是 从 G 到 D 上 的 一 一 连续 可 微 映射 , 表示 为 
: (ua 72,Z3 7, Tn) 一 《更 (ui 72 Tn), T2, Ta Tn). 


因为 8 = 丈 o 1, 所 以 根据 归纳 假设 , 无 论 对 于 6, 还 是 对 于 到, 定理 8.15 都 成 立 . 
因此 根据 (1), 定理 8.15 对 于 $ 也 成 立 . 
对 于 某 和 ,2 < 入 < m, 映射 


BU (Z172 TmZmH Tn) = (Us pa(W) ,Pm(U), Um+l Un) 


是 从 已 到 某 领域 G 上 的 一 一 映射 , 逆 映 射 Bx! 在 G 上 连续 可 微 时 , 定理 8.15 也 
同样 对 $ 成 立 . 

(5) 一 般 情况 . 为 了 证 明定 理 8.15, 只 须 对 于 每 一 个 h, 证 明 等 式 (8.71) 式 成 立 
即 可 . 即 等 式 


/ f(PJanidra.den = fF(B))N Tdudus .dun 
(Kn) (Ln) 


成 立 . 所 以 根据 (4), 当 已 被 分 割 成 无 数 个 充分 小 的 区 间 二, Z2，… Lh,… 时 , 对 

于 每 一 个 Lh 至 少 存在 一 个 映射 下 是 从 (Ln) 到 某 领域 GC R" 的 一 一 映射 , 若 

将 6 的 定义 域 限制 到 (Ls) 上 , 则 只 须 验 证 其 逆 映 射 BX! 在 G 上 连续 可 微 即 可 . 
根据 (8.70) 式 , 映射 B、 的 函数 行列 式 为 


) = (-1)>-: (pa 人 ta 人 tn) :pm(u)) 


Nu 
( 有 (uaA-D AH Um) 


可 QO(p1(W), p2(W) 人) 
oa pa mo) _ 
RE =J(W) #0, 


所 以 , 车 将 左边 的 行列 式 关于 第 一 行 展开 , 则 得 
于 六. Ju = Tu) #0. 
入 =1 


因此 在 每 一 点 wo e 已 处 , 行列 式 太 (uo), 和 A = 1,2,…,m 中 至 少 有 一 个 不 为 0. 若 
JA(ua) 关 0, 则 根据 8.1 节 引 理 8.2 有 , $B、 是 从 v 的 充分 小 的 = 邻 域 Ue(uo) C El(e > 
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0) 到 Ba(wo) 的 一 个 邻 域 W 上 的 一 一 映射 . 并 且 若 将 5、 的 定义 域 限制 到 Ue(w?) 
上 , 则 逆 映 射 BX! 在 W 上 连续 可 微 . 车 对 于 所 有 的 点 uw?& EE 都 分 别 如 上 确定 邻 域 
Ue(w0), 则 其 全 体 WY = {Us(uo)luo e EB} 构成 巨 的 开 覆 盖 . 这 里 , Ue(w?) 中 的 < 显然 
依赖 于 uo. 根据 Heine-Borel 覆盖 定理 (定理 1.28), 任意 的 区 间 块 4 c BE 被 有 限 个 
Ue(u?) e WY 所 覆盖 . 因此 若 将 EE 分 割 成 无 数 个 充分 小 的 区 间 ,2,…, Lh,…, 则 
每 个 区 间 Lh 分 别 被 一 个 邻 域 Ue(uo) < WY 所 包含 : Ln C Ue(w?). 对 于 邻 域 Quo)， 
至 少 有 一 个 Bh 是 从 Us(uo) 到 W 上 的 一 一 映射 , 并 且 Bx! 在 W 上 连续 可 微 . 从 
而 这 个 下 是 从 (Ln) 到 Gh = Bh((Lh)) C W 上 的 一 一 映射 , 并 且 逆 映射 BX! 在 
Gn 上 连续 可 微 . 口 
设 K c 是 具有 分 段 光滑 边界 的 有 界 闭 领 域 , 若 工 = 8-1(K) CE, 则 工 也 
是 具有 分 段 光 滑 边 界 的 有 界 闭 领域 , 从 而 K 和 工 都 是 容积 确定 的 . 
定理 8.16 车 f(P) = f(z1,72,…,Zn)(P = (ziza,……,zn)) 是 天 上 的 连续 函数 ， 
则 


APiamdm dns= RC OT au (8.72) 
K L 


(8.68) 式 、(8.69) 式 和 (8.72) 式 都 是 关于 nn 重 积分 的 换 元 公式 . 在 (8.68) 式 和 
(8.72) 式 中 , 车 令 f(P) = 1, 则 同 二 重 积分 时 一 样 , 有 


oD)= 人 yananlauadu dm, B= 71(D), (81) 
E 


w(K) = [ you aldudua dun, L= -1(K). (8.74) 


以 上 从 领域 E 到 领域 D 上 的 连续 可 微 的 映射 更 是 一 一 映射 时 ，$ 的 函数 行 
列 式 J(u) 在 巨 上 恒 头 0, 但 是 $ 未 必 是 一 一 映射 , 另外 若 考虑 在 忆 的 若干 点 v 
处 J(w)=0 的 情况 , 则 在 应 用 上 比较 便利 . 

设 多 :wn) 一 (zzn) = (81(),…,pn()) 是 领域 忆 到 领域 D 上 
的 连续 可 微 映射 , K c D 是 具有 分 段 光滑 边界 的 有 界 闭 领域 , K = 5(L)(L Cc E) 也 
是 具有 分 段 光 滑 边界 的 有 界 闭 领域 . 并 且 $ 的 函数 行列 式 用 J(w) 来 表示 . 
定理 8.17 ”将 工分 割 成 具有 有 限 个 分 段 光滑 边界 的 闭 领域 Da Za 
如 果 下 列 条 件 

(1) 在 每 个 L、 的 开 核 (L、) 上 恒 有 J(w) > 0; 

(2) K、 = 8(ZA) 是 具有 分 段 光滑 边界 的 闭 领域 ; 

(3) GB((L,)) = (KA) 且 在 (Ls) 上 $$ 是 一 一 映射 ; 

(4) 当 入 关 p 时 , (KA)N(Kp)=2 
成 立 , 则 对 于 K 上 的 任意 连续 函数 f(P), P = (zl,z?,…,zn), 换 元 公式 


人 pananm am= [FGI dda am (8.75) 
K L 
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成 立 . 

证 明 ”因为 当 入 关 产 时 , (KA) n (Ko) = 2 所 以 天 被 分 割 成 具有 分 段 光滑 边界 的 
闭 领域 Ki, K2,…, Ks. 如 8.2 节 6) 中 所 述 ， 具有 分 段 光 滑 边界 的 有 界 闭 领域 是 容 
积 确定 的 , 所 以 根据 定理 8.5 和 广义 积分 的 定义 (8.24) 式 ， 


人 f(P)dzidzr2 dzn = 外 hh f(P)dzidz2 .dzn. 
同 理 可 得 


/ f(B(W) Tu)dudua... dun = Dp f(B(W)) Tu dudus... dun. 
L XI JAD) 


多 是 从 (ZA) 到 (Ks) 上 的 一 一 映射 , 并 且 在 (LA) 上 J(w) > 0. 因此 根据 (8.69) 式 ， 
f(P)dzridz2 dzn =/ fF(B(u)) Tu)duidua .dun. 
(K,) (Ls) 


故 (8.75) 式 成 立 . 口 
例 8.4 。 例 7.4 中 关于 两 个 变量 的 仿 射 变换 可 以 同样 推广 到 m 个 变量 的 情况 ， 当 
nn 个 变量 wa wo，… ,un 的 线性 组 合 


Pi(W) = ojiltua 十 0j2t2 + +anunt+b;, j=1,2,..…,n 


的 系数 ok 组 成 的 矩阵 4 = (ajk);,k=1.2,…n 的 行列 式 |4| 不 为 0 时 , 称 R" 到 Rn 
的 一 一 映射 


$: (ua an) 一 (zlyz2 ,Zn) = (Pp1(W), p2(wW), ,pn(u)) 
为 仿 射 变换 . 仿 射 变换 $ 的 函数 行列 式 为 7 = | 4|. 为 方便 起 见 , 假设 
J=|A|>0. 
当 |4| < 0 时 ,将 w 和 wo 互 换 , 则 |4| > 0. 设 KcR" 是 具有 分 段 光滑 边界 的 有 
界 闭 领域 , f(P)(P = (z1,z2,…,zn)) 是 上 的 连续 函数 , 若 研一 多 -1(K), 则 根据 
换 元 公式 (8.72)， 
人 J(P)drlidzz .…dzn = lf f(B(u))duiduz .dun. 
Kk L 
这 里 , 车 令 f(P) = 1, 则 可 得 等 式 


w(K) = lo(D)， 工 = 8-1(K). 
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例如 , 若 K = {(z, 加 zlz2/a2 + 六 [+22/C < 站 B: (wv) = (zy,2) = 
(au,bv,cw), 则 工 = B-1(K) 是 半径 为 1 的 球 : 好 十 只 十 岂 委 1 仿 射 变换 $ 的 函 
数 行列 式 为 abc, 所 以 根据 例 8.2, w(Z) = 4x/3, 因此 椭 球 体 K 的 体积 为 


w(K)= 竺 abc 
设 仿 射 变换 
更 : (zz Tn) 一 (2 区 一 (PhpPa(z) pn(z)) 
是 从 点 (x1,72,… ,Tn) < R™ 到 点 (z1,79,…' Ee R 的 变换 , 并 且 用 L' 表示 
(DD), 则 
w(L') = |Alw(D). 
交换 矩阵 4 = (ajk) 的 行 和 列 所 得 的 矩阵 称 为 4 的 转 置 矩 阵 (transposed matrix)， 
用 :4 表示 : :A 二 (bjk),bjk = akj. 当 ‘44 = 1 1 是 单位 矩阵 时 , 4 叫做 正 交 矩阵 . 
当 gj(z) = 》 aikzk, 4 = (ajk) 是 正 交 矩 阵 时 ， 仿 射 变换 $ 表示 以 mn 维 空间 R” 
的 原点 O 为 时 心 的 旋转 . 因为 |:4| =|4| 且 |14| > 0 所 以 车 MA= 1 则 14| = 1 
因而 , 此 时 w(L') = w(Z), 即 容积 在 旋转 下 不 变 . 
显然 , 容积 在 平移 $: (z1,… ,Zn) 一 (zh) = (zi + bs, Tn + bn) 下 
不 变 . 
例 8.5 ”对 于 空间 Rs 内 的 点 P= (z,y,z), 若 连接 原点 O 和 P 的 线段 OP 的 长 为 


7, OP 与 z 轴 正 方向 的 夹 角 为 9, OP 在 (z,y) 平面 上 的 射影 为 OP, 已 = (zx,y,0) 
与 z 轴 正 方向 的 夹 角 为 p, 则 P 的 坐标 z,y,z 分 别 可 以 用 


z=rsingcosp，y=rsingsinp，z 一 rcosb 


表示 . 称 (r,g,p) 为 点 已 = (z,y,z) 的 极 坐标 . 
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$:(r,0,9) 一 (7,y,2) = (rsingcosp,rsingsinprcosb) 


是 从 闭 领域 [0, +o0)x[0,z]xR= {(rep)10<r< +o0,0< On,-00 <y< +o0} 
到 R3 上 的 连续 可 微 映射 , 并 且 5 的 函数 行列 式 为 


singcosp recosbcosp 一 rsinbgsinp 
J(r,0,p)=| singsinp reosbsing rsingcosp |=7?sing. 


cosb —rsing 0 


是 从 闭 领域 [0, +o0) x [0,z] x R 的 边界 到 Rs 的 > 轴 : Z = (0,0) x R 上 的 映射 ， 
是 从 开 核 2 = (0,+o0) x (0,7) x R 到 R3 中 除去 > 轴 以 外 的 领域 R3 _ Z 上 的 映 
射 . 在 2 上 恒 有 


Jr,bp) =r2sing > 0. 


所 以 根据 定理 8.3, 5 是 9 的 每 一 个 点 的 充分 小 的 邻 域 上 的 一 一 映射 ， 在 整个 P 上 
$ 不 是 一 一 映射 , 通过 $ 将 无 数 的 点 (0,p 十 2mn), m = 0, 土 1, 土 2,… 与 同一 个 
点 (z,y,z) 相对 应 . 

假设 f(z,y,:) 是 领域 D 上 的 连续 函数 是 积分 人 f(zy,z)dzdydz 绝对 收敛 
则 若 存在 D = 6(E) 的 领域 Ec 0, 使 得 6 在 了 是 一 一 映射 ,那么 根据 公式 
(8.69), 


了 f(z,y,z2)drdydz = / f(rsind cosy,r sinOsin p,r cos0)r? sin bdrdgdw. 
D E 


这 就 是 积分 变量 z,y,z 变换 成 7,0,yp 的 换 元 公式 . 

假设 KK 是 以 原点 O 为 中 心 、RR 为 半径 的 球 : K = {(z,9,2) |2? + +22 < R?}, 
则 有 天 = gB(D), 工 ={(r,0,p)l0<r< RR0<9<z0<w<2n}, 但 是 在 区 间 工 
的 边界 上 未 必 是 一 一 映射 . 车 0< yp < x 则 y= rsingsinp 之 0; 若 xn < yp < 2n, 则 
y 三 "sin0sinyp < 0, 所 以 若 工 被 分 割 成 两 个 区 间 Li = {(r,g,p) e Ll0< yw < 7z} 和 
人 [2 = {(m,0,p) ELIx < yp < 2x}, 则 友 被 分 割 成 两 个 半球 Ki = B(L1) = {(z,y,z) € 
Kly>0} 和 K2 = 8(L2) = {(z,y,z)E Kly<0}, 并且 是 从 (D1)cn 到 (Ki) 
上 、 从 (Za) c 8 到 (K2) 上 的 一 一 映射 因此 根据 定理 8.17, 对 于 K 上 的 连续 函 
数 1(z,y,z), 换 元 公式 


R pa 2x 
fw aaraves= { A f($(r,0, p))r? sinGdrdgdp 
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成 立 ， 当然 右边 的 5(r,6,p) 表示 (rsingcosp,rsingsinp,rcosg)， 公 式 中 若 令 
f(z,y,z) = 1, 则 可 自然 求 得 球 的 体积 . 即 


R px 2r R x 本 
w(K)= / fh [ r2sin gdrdgdp = 2x f r2dr A sin gdb = ~ R. 
0 0 0 0 0 3 


f(z,y,z) 在 空间 Rs 中 连续 , 并 且 当 人 f(z,y,z)dzdydz 绝对 收敛 时 , 若 求 此 公式 
当 一 +oo 时 的 极限 , 则 得 


十 oo A 2x 
大 f(z,y, ?azdrdz= 人 / [/ f(g(r, 0, p))r? sinGdrdody. 


作为 一 个 实例 , 试 利用 极 尼 标量 新 计算 例 83 中 的 积分 / -eu 一， 
K VZ 十 2 十 (z 一 D)2 
令 z=rsingcosp,y=rsingsinpjz=rcosbt= -cosb, 则 


2 ++ p) = 2 + + tp -22p= 7 + — 2prcosb, 
所 以 
站 dzdydz 1 让 7r2sin gdrdbdp 
K VII+Y+(2 -Pp Jo Jo Jo Vr2+ 了 2 一 2orcos5 
R x 
=/ car 人 2rsinbdb 
0 0 VP2 二 了 2 一 2porcos6 
R 1 
=2x/ marf se 
0 -1 Vr2 十 2 十 2prt 
R 
=2x/ (VT + tI — Vt 3pr)dr 
0 


和 
= 2 人/ —(r+p— |r— pl)dr. 
op 


因此 ， 
2rR2 一 人 0gp<R 
dzrdydz 本 竹下 ee 4 
K VT +Y+(z—p)? i pyR 
六 


例 8.6 令 D= {(z,9,2)|z > 0,y>0,z>0,z+y+z<1}. D 的 闭 包 [D] 表示 
Rs 内 的 平面 : z +y 十 z= 1 和 三 个 坐标 平面 : z=0,y=0,z= 0 所 围 成 的 四 面体 . 
计算 函数 
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z 


0 


f(z,9,2)=(1— 2—y—2)° lz ly lz !, p>0,g>0,r>0,s>0, 
在 D 上 的 积分 . 若 (z,y,z)eD, 则 z<y+z<zt+y+z<1 所 以 车 


YT 二 2， (8.76) 


=z+3y+z，v= 一 一 一 ，u= 
从 二 Z 十 2 十 2 2 十 2z 


则 有 0<wu<1,0<v<1,0<w<1l. 并 且 zx,y,z 表示 为 
T=ul—v), y=uw(l— wy), z= uw. (8.77) 


反之 ,车 0<u<1,0<v<1,0<w<1, 则 由 (8.77) 式 给 定 的 点 (z,y,z) 属于 DD. 
即 

$:; (wv,w) 一 (2,y,2) = (ul1 — +), uv(l — w), uvw) 
是 从 开 区 间 已 = {(w,v,w)l0<u<10<v<1,0<w< 1} 到 D 上 的 连续 可 微 的 
一 一 映射 (事实 上 是 实 解析 的 映射 ) 5 的 函数 行列 式 为 


J(wuwuw) = wv. 


事实 上 , 等 式 
Ow uv, uvw) _ A(z,y,2) Ol(u,uv, uvw) 
wv,w) Oluv,w) O(z,y,z) 
中 LU=7+Y+2, UW =Y+2, uw = 2z, 所 以 


6 本本 | 
a | 
EE 001 
因此 
1 0 0 
Oy) tnd) | | 


(uv,w) au) 
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因为 在 D 上 恒 有 f(z,y,z) > 0, 所 以 根据 换 元 公式 (8.68) 式 ， 

[ f(z,y,2)drdydz = A Ff(u(1 —v),uv(l — w), uw)u?vdudvdw. 

D E 
因为 引 理 7.7 对 于 三 重 积分 也 同样 成 立 , 所 以 右边 的 积分 可 以 写成 
[/ (1 一 au)P-lus+r+e-1(l 一 oa-1ur+s-1(1 — w)" lw-1dudvdw 
E 
世 fa -urau {0 - wr 0 —w)" lw!dw, 


根据 例 7.7， 


! 100-1du = IPTG) 
人 (1 一 Plus-ldu = Tp+g)’ p>0, gq>0, (8.78) 
er ITC)r(C+r+s) T(rT(r+s) T(r)T(s) 
四 qtrt+s) T(gT(r+s) T(r)T(s 
rewardvas = T(p+qg+r+s) T(g+r+s) T(r+s)’ 
即 
he 一 zz 一 3 一 z)P-lz9-1yr-1lze-ldzdydz = 下 全， (8.79) 


这 结果 可 以 推广 到 n 个 变量 的 情况 . 即 若 
D= {(zlzz……,znjlzl > 0,72 > 0,……,zn > 0,zl 十 z2 十 … 十 zn<1}， 
则 当 p>0,g > 0,q >0,…,gn >0 时 ,有 


ht —Z1—72—— zn) lz lz 1... zldridr2... dzn 


= TWT(a)T(g) Tgn) 

TOD+qg 十 2 十 … 十 gn) 

利用 公式 (8.80) 计算 Rn 内 的 半径 为 已 的 球 K = {(&1,€2,… ,6njl62 十 总 十 

… 十 62 < R?} 的 容积 w(K). 对 于 每 一 个 上 = 1,2,……,m, 根据 & > 0 或 者 6 < 0,K 

被 分 割 成 容积 相同 的 2" 个 闭 领 域 . 对 于 每 个 上, 由 满足 & > 0 的 点 (&1, 2,… ,én) 
组 成 的 K 的 闭 子 领域 的 开 核 显然 为 


(8.80) 


A= {(&1,€2,°*, én) > 0,°%,én > 0,62 + + < R2}. 
令 z= 如 /FR?,k=1,2,…,n, 则 


B: (oh za 7n) 一 (bl, €2,.77, 6n) = (RVET, RV32,..., RVER) 
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是 从 (8.80) 式 的 领域 D 到 4 上 的 一 一 的 连续 可 微 映射 , 其 函数 行列 式 为 


R™ 
Nr 


J(z1, za……zn) = 
所 以 根据 (8.73) 式 ， 
(4) = /dtd dt, = [sande 
又 因为 (1) = 1, 所 以 根据 (8.80) 式 ， 


w(K) = 2"w(A) = R"T 全 (1 测 3) 
为 求 (1/2) 的 值 , 令 (8.78) 式 中 p=g = 1/2, 则 可 得 


TV 1 du 
@ 了 / Vull—u)” 
令 凡 = (1 一 cosb)/2, 0 < 9 < x 并且 将 积分 变量 w 换 成 9, 则 ul -ug = sin? 0/4, 
所 以 , (1/2)? = 六 dg =x. 因此 有 
0 


R (= (8.81) 
当 n 是 偶数 : n = 2m 时 , 根据 (4.52) 式 ， 
T(+ 引 ) = FQ+m = ml 
当 n 是 奇数 : n = 2m + 1 时 , 根据 (4.51) 式 ， 
r(+ 引 =r(l+m+ 引 = (m+3)r (m+) = (w+ 


2mtl 2m-1 了 的 -各 直人 


2/ 2mrim \ 2 全 


因为 F(1/2) = Vz 所 以 半径 为 已 的 球 天 的 容积 w(K) 在 当 n 为 偶数 时 ， 


当 m 为 奇数 时 ， Ne 
i a 
“0= mr nr R", n=2m+1. 


57. 


59. 


61. 


62. 
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习 题 
2 32 22 
求 领域 = {cza 王 十 页 十 豆 <lz>oy>oz>ojo>ob>oe>g 步 
的 积分 
/ 2 dzdydz 
Dp VT 十 苹 


的 值 (用 换 元 法 : z? = a2u(1 一 v),y? = Buv(1 一 由 ),z2 = c2uvw). 


. 求 闭 领域 K = {(z,y, z) EE” +22/a+z2/3 < 1} 的 体积 (可 根据 换 元 法 , 归结 于 (8.79) 式 
的 积分 )- 
证 明 领域 D = {(z,y,z)|z? 十 妨 十 z? > 1} 上 的 积分 


/ dzdydz 
D (72+1+22)° 


当 s > 3/2 时 收敛 ; 当 s < 3/2 时 发 散 . 


.车 DD= {(z,y,z)|z >0,y>0,z>0,a<z+y+z<),0< a<bsg +oo, ftu) 是 定义 


在 开 区 间 (a,b) 上 的 关于 v 的 连续 函数 , 并 且 恒 有 f(wu) > 0. 证 明 : 当 g > 0r > 0,s>0 
时 ， 
Ws _ T(rT(T(s) /* Pr 
| seryt ase ylz -1drdydz = ed/ f (uurt"te-lqu, 


(利用 (8.77) 式 的 换 元 法 .) 

设 D= {(zbza……zn)lzl > 0zaz > O00i,Tn > 0,a < Ti+T2++ rn < 中， 
0 < a <b< +oo, f(u) 是 定义 在 开 区 间 (a,5) 上 的 关于 w 的 连续 函数 , 并 且 恒 有 f(w) > 0. 
证 明 : 若 gl > 0,q2 > 0,… ,gn > 0, 则 等 式 


/ f(z1+ 72+ + rn) lrg. rn ldridr2a .dzn 
D 


a b 
oo 
成 立 ( 茧 原 松 三 郎 《 微 分 积分 学 II》, p.261). 
证 明 : 领域 D = {(Z1,72,…,zn) |z17 十 73 十 … 十 ZT2 > 1} 上 的 积分 
/ dzidza…dzn 
Dp (TI+ 72 二 +*… 十 ZT2)* 


当 s > n/2 时 收敛 , 当 s < n/2 时 发 散 , 并 且 求 s > n/2 时 积分 的 值 . 
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9.1 曲 线 


a) 曲线 的 定义 

我 们 在 7.2 节 c) 中 已 经 介绍 过 , 当 p(t) 和光 (t) 是 定义 在 实 直线 上 的 闭 区 间 
人 = [如 上 的 连续 函数 时 , 称 平面 R? 上 的 点 P(t) = (wp ( 提 , 录 ()) ,a <t < 5b 的 集合 
C0 = {P(t) la < t < 为 曲线 . 同 理 , 当 pl (t) ,yo (t),…, yi (t) 是 定义 在 T= [e,9] 
上 的 连续 函数 时 , 称 Rn 内 的 点 集 


C={POIPG = (p1(0), p2(t),%7, pnlt),a <t < (9.1) 
为 n 维 空间 R" 内 的 曲线 . 并 且 称 (9.1) 式 右 侧 为 曲线 C 的 参数 表示 , 称 ! 为 参数 
每 点 te 了 与 点 P(t) e Rn 所 对 应 的 映射 


Yit=7(t) = P(t) = (p1(t), galt), , pnlt)) 
是 从 闭 区 间 1=[a,4] 到 Rn 的 连续 映射 , 曲线 C 是 了 在 7 下 的 像 : C=7(D), 当 
7 是 一 一 映射 时 , 即 车 a<st<u<b, 则 P(t)#P(w) 时, 称 C 二 x (站 为 Jordan 曲线 . 
当 已 (o) = 已 ( 时 , 称 C 为 闭 曲线 . 当 PP(a) = P(b) 且 车 a<t<u<b, 则 P(t) 关 
P(w) 时 , 称 C = 7Y(D) 为 Jordan 闭 曲 线 . 例如 圆周 C = {(cost, sint)|0 < t < 2x} 
是 Jordan 闭 曲线 . 特别 地 , 当 有 必要 指出 C 是 平面 R? 上 的 曲线 时 , 称 C 为 平面 
曲线 . 同 理 , 称 空间 R3 内 的 曲线 为 空间 曲线 . 

当 Pa (bp 的 ,pn 是 了 = [a,9] 上 的 连续 可 微 函 数 时 ， 称 曲 线 C 二 
{PW la <t< 6},P() = (pi (0), p(t) ,pn 人) 为 G1 类 曲线 . 进一步 , 在 了 一 
fo, 如 上 车 恒 有 

GE)? + Pat) + + p(t)? > 0， (9.2) 
则 称 C 为 光滑 曲线 . (9.2) 式 显然 蕴含 着 对 于 每 一 个 t, a < + < 6b, 微分 系数 p(t) ， 
2 (9 (t) 至 少 有 一 个 不 为 0. 对 于 光滑 平面 曲线 , 我 们 已 经 在 前 面 讨论 . 91 
类 曲线 未 必 是 “光滑 的 ,例如 ,这 可 以 从 下 图 的 平面 曲线 C = {(iz,t)1|-1<ts 1} 
易 知 . 
当 C 是 闭 曲 线 时 , 车 pl (b ,pa (0 ,……en (6 连续 可 微 且 当 yp (a) = 多 (92 (a) = 
如 (0)，… oo (ao) = 9 (0) 时 , 称 C 为 多 类 闭 曲线 . 进一步 , 若 恒 有 of (0)2 十 .十 
94 (02 > 0, 则 称 C 为 光滑 闭 曲 线 . 
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当 C 光滑 时 , 对 于 C 上 两 点 P(e) = (Pi (opn (o),P(u) = (p1(w),… 
pn (四 ), 车 令 


h(t) = (1 -tpu(c) +tpus(u), v=1,2,...,n, 
则 连结 两 点 P(c) 和 P(w) 的 直线 可 以 用 参数 表示 为 
{(ha(é), ha(t),**, hn(t))| — 00 < t < +o0}. 
根据 中 值 定理 ， 
h(t)= pu(0) +p,(ct+O (ue)t, 0<0,<1, 
所 以 , 连结 两 点 P(c) 和 P(w) 的 直线 在 wu 一 c 时 的 “极限 ”位 置 为 
{(h1(t), ha(t), ,hn(t)Ihv(t) = pu(c) + p(t, —00 < t < +o0}. 


车 t 关 6, 则 当 P(t) 关 P(c) 时 , 称 这 条 直线 为 C 上 点 P(e) 处 的 切线 . 当 f(z) 在 
[oj 上 关于 z 是 连续 可 微 的 函数 时 , f(z) 的 图 像 , 即 为 简单 曲线 C={(z, f(z))la < 
z 和 中 的 切线 , 这 已 经 在 前 文 介绍 . 


PW) 
Pia 
在 曲线 中 存在 不 像 “ 曲 线 ”的 极其 复杂 的 曲线 . 例如 , 曲线 C 通过 三 角形 A = 
{(z,9)|z 之 0,y > 0,z+y < 1} 上 的 所 有 点 , 即 C = 4 的 曲线 存在 ”. 此 曲线 C = 4 
@ 参考 高 木 真 治 ( 解 析 概 论 》 附 录 II. 
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称 为 Peano 曲线 . Peano 曲线 虽 不 是 Jordan 曲线 ?, 但 是 在 Jordan 曲线 中 也 存 
在 复杂 的 曲线 . 例如 , 平面 上 的 Jordan 曲线 中 存在 其 面积 不 为 0 的 曲线 2. 光滑 的 
Jordan 曲线 简单 明了 . 

与 平面 曲线 的 情况 相同 , 对 于 R" 内 的 曲线 , 它 存在 无 数 种 参数 表示 . 若 入 (7) 
是 定义 在 闭 区 间 [a, 8] 上 的 关于 r 的 单调 递增 连续 函数 , 并 且 A(a) = awA(B) =%b, 
则 由 曲线 C 的 参数 表示 : C = {P(t) |a < t < 人 经 变量 变换 t = 入 (7) 可 获得 新 的 
参数 表示 : C = {Q (r)la<rx< Dj,Q@(r)= 己 OA(r)). 参数 对 应 7 一 t= 入 (7) 是 一 
一 映射 . 所 以 当 C 是 Jordan 曲线 时 ，“Jordan 曲线 ” 这 一 性 质 不 会 在 变量 变换 中 
改变 . 同 理 , “Jordan 闭 曲 线 ” 这 一 性 质 也 不 会 在 变量 变换 中 改变 . 

在 C= {P(t)la <t< 的 参数 变换 t= 和 (7) 中 , 若 C 是 1! 类 曲线 , 设 和 (7) 
是 关于 7 的 连续 可 微 的 单调 递增 函数 , 若 C 是 光滑 , 设 和 (7) 是 连续 可 微 且 恒 有 
和 (7)>0. 将 t= 和 (7) 代入 P(t) = (pi(),…,pn(t)) 中 , 则 


Q(7) = POA(T)) = (p(n7), ee pn) p(T) = pu(AMT), v=1,2,..n, 
所 以 当 C 是 9 类 时 , wi (7) ,…, wn (7) 是 连续 可 微 的 函数 , 并 且 当 C 是 光滑 时 ， 
WT tT = (Pit)? + + he) NT)? > 0. 


因此 , “1 类 曲线 "“ 光 滑 曲 线 ” 等 性 质 不 随 参数 的 变换 而 变化 . 

b) 曲线 的 长 度 

用 |PQ| 表示 n 维 空间 Rn 内 两 点 P = (zza yzn) 和 Q = (YY, yn) 
的 距离 : 


IPQ|= V(za — mn) + (ra — ya) + + (zn — vn)?. 
|PQ| 显然 是 连接 P 和 Q 的 线段 PQ 的 长 度 . 在 2.4 节 b) 中 定义 了 圆 弧 的 长 度 为 
其 内 接 折 线 长 度 的 上 确 界 , R" 内 的 Jordan 曲线 的 长 度 也 同样 定义 
定义 9.1 设 C= {P(t)lagt< 引 是 Rr 内 的 Jordan 曲线 , 对 于 区 间 [a,4] 的 
任意 分 割 4 = {toti,toitm},a=t0 < < < <tn= b, 对 于 C 上 的 点 
P(to), P(), P(t2),…, P(tm), 顺 次 连结 相 邻 点 所 得 的 折线 La 的 长 度 设 为 


m 


la = DIP(t_1) Pt)|. 


k=1 
对 于 区 间 [a, 贡 所 得 的 分 割 4, 当 is。 有 界 时 , 称 Jordan 曲线 C 具有 长 度 , 称 la 的 
上 确 界 为 C 的 长 度 . C 的 长 度 用 1(C) 表示 : 

HC) = supla. (9.3) 


@@ 根据 拓扑 学 , 不 存在 从 区 间 了 到 三 角形 A 上 的 一 一 的 连续 映射 . 
Q@ 参考 高 木 真 治 《 解 析 概 论 》 附录 II. 
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PP 
Pt) 


P(t 1) 
Pa P(t) 


定理 9.1 “多 1 类 的 Jordan 曲线 C = {P(t)la < t < b}), P(t) = (pi 的 的， 
pn (t)) 具有 长 度 . 其 长 度 为 


b 
1!(C)= / V P(E? + po(t)? + + pnlt)?dt. (9.4) 
证 明 ”为 了 方便 起 见 , 证 明 n=2 时 的 情况 . 其 证 明 方 法 对 一 般 情况 也 同样 适用 . 对 
于 分 割 4 = {to,t1,…,tm}, 令 5[4] = max(tk 一 大-1). 在 
IP(tr)P(tk—1)| = V (pi(tk) — pi(tk—1))? + (pa(tk) 一 Pa( 厅 -1))2 
中 , 根据 中 值 定理 ， 
P1(tk) — Pitk-1) = p(T — tk-1), 大 -1 < Tk < tk， 
pa(tk) — pa(tk—1) = po(Tk2) (tk — tk-1), 大 -1 < Tk2 < tk, 
所 以 本 起 
la= IP)P(te)| = Vom)? + Pom)? (te — tk-1). (9.5) 
k=1 kl 
由 此 结果 , 显然 有 
,oa / PID + po)?at. 


为 了 谨慎 起 见 , 现 阐述 其 证 明 过 程 . 
根据 定理 2.3, 闭 区 间 [a,9] 上 的 连续 函数 yp (t) 和 % (t) 一 致 连续 . 即 对 于 任 
意 es > 0, 存在 6(e) > 0, 使 得 


当 |t-s|<6(e) 时 ,|pi(t) — pi(s)| <e, Ip2(t) — pa(s)| <e 
成 立 . 若 5[4] < 5(e), 则 当 杂 -i 和 和 大 时 ,|jmea 一 革 < 5(e),|ma 一 直 < 5(s). 所 以 


lpi(Ta) — pi(D| <s， lo2(ma) 一 名 (| < ee， 
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因此 , 根据 不 等 式 


[VErm- var < Ve -rt < d+y 


(VA A - VA + A 


<2e. 
故 , 根据 (9.5) 式 ， 
tk 
la= 2/ PATk1)? + pa (Tk2)?2dt, 
tk-1 
从 而 


b 
wa- { Va + Aat 


= (VA ram VAT PO ) at 
k=1" th-1 


所 以 
i / " /A Foodt| <2c0 0). (9.6) 
因此 


b 
st = [VA + hat (07) 
车 AC A', 则 14 < La, 所 以 即使 将 分 割 A 限制 到 6[4] < 5(e)， sup14 也 不 
变 . 所 以 根据 (9.6) 式 ， 


b 
supla 一 / PA(t)? + po(t)2dt| < 2e(b — a). 
4 a 


又 因为 es > 0 是 任意 的 , 所 以 有 
b 
1(C) = sup14 = J PA(t)? + ps2(t)2dt. 


一 般 的 Jordan 曲线 未 必 具 有 长 度 . 
例 9.1 举 一 个 不 具有 长 度 的 Jordan 曲线 的 例子 . 当 线段 PO 上 的 点 互 和 有 本 本 
PQ 三 等 分 时 , 称 只 和 忆 为 线段 PQ 的 三 等 分 点 . 约定 三 等 分 点 Pl 和 已 的 位 
置 是 PP 位 于 P 和 忆 之 间 . 

为 了 定义 不 具有 长 度 的 平面 上 的 Jordan 曲线 C = {P(t)|0 < t < 1}, 首先 对 于 
一 0,1 1/2,1/4,3/4, 1/8,3/8,5/8,… ,将 P(t) 顺 次 定义 为 : P (0) = (3,0), P(1) = 


Ph 
EE 

(3,0), P(1/2) = (0, V3). 其 次 , 令 P(1/4) 和 已 (3/4) 为 线段 P(0)P(1) 的 三 等 分 
点 ; P(1/8) 和 P(3/8) 为 线段 已 (0) P(1/2) 的 三 等 分 点 ; 0 和 已 (7/8) 为 线 
段 P(1/2)P(1) 的 三 等 分 点 ; 已 (1/16) 和 已 (3/16) 为 线段 P(0)P(1/4) 的 三 等 分 
点 ; P(5/16) 和 已 (7/16) 为 线段 P(1/4)P(1/2) 的 三 a 一 般 地 , 对 于 
自然 数 n 和 k, 上 < 2n"-1, 定义 P((4k 一 3) /2n+1) 和 P (Gk 1) fat) 为 线段 
P((k 一 1) /2"-!) PP(k/2"-!) 的 三 等 分 点 . 


二 7 国光 


这 样 对 于 形 如 > = 上 /2* (n 和 上 为 自然 数 , k < 2") 的 所 有 有 理 数 >, 可 以 确定 
平面 上 的 点 P(x). 对 于 形 如 > = k/2" 的 非 有 理 数 的 实数 t, 0 < 上 < 1, 将 + 展开 为 
二 进 制 小 数 


t=0. huhahs… ha.… 二 》、 名， 每 个 hi 或 者 为 0 或 者 为 1， 
并 且 令 
P(t)= im, Pltn), tn =0. hihzha... hn, 


则 C={P(#)I0<t<1} 是 一 个 Jordan 曲线 ?. 

对 于 区 间 了 = [0,1] 的 分 割 A。 = {0,1/2",2/2",3/2",…,1}, 将 此 Jordan 曲 
线 C 上 的 点 (0),P(1/2"),P(2/2"),…,P(1) 顺 次 用 线段 连接 所 得 的 折线 设 为 
La, (上 图 粗 线 表示 工 as), 则 


Po 人 | | (G3 ) za -= = 痪 POP 


@ C= {P(t)|0 <t < 1} 是 Jordan 曲线 的 证 明 , 参考 高 木 真 治 《解析 概论 》 附 录 II. 
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2 
<-( 矶 ) ， 

因此 , 当 一 co 时 1a。 一 +co. 从 而 , 此 Jordan 曲线 C 不 具有 长 度 . 

因此 , 上 述 Peano 曲线 也 可 同样 定义 . 即 首先 设 P(0) = (0,1),P(1) = (1,0)， 
了 (1/2) = (0,0). 其 次 , 定义 P(1/4) = 已 (3/4) 是 线段 P(0) 已 (1) 的 中 点 , P(1/8) = 
尸 (3/8) 是 线段 已 (0) 已 (1/2) 的 中 点 , P(5/8) = PP(7/8) 是 线段 P(1/2) P(1) 的 中 点 ， 
一 般 地 , 对 于 自然 数 n 和 ,六 <2"-!, 定 义 P((4k 一 3)/2"+!) =P((4k 一 1) /2n+1) 
是 线段 P((k 一 1) /2"-!) PP(k/2"-!) 的 中 点 . 并 且 对 于 实数 t 关上 /2", 将 t 展开 成 
二 进 制 小 数 t=0. hih2… hn…, 令 


所 以 Ls, 的 长 度 为 


P(t) = im P(0. hiha .hn), 


则 C= {P(t)I0<t<1} 是 Peano 曲线 ?. 

在 Jordan 曲线 C = {P(t)|a < t< 6b} 的 长 度 的 定义 中 , 参数 t 仅 与 决定 点 列 
已 (to) ,P(t1) ,P(to),…,P(tm) 的 顺序 有 关 ， 因 此 在 参数 变换 t = 和 (7) (和 (7) 是 
T 的 单调 递增 连续 函数 ) 下 , C 的 长 度 1(C) 不 变 . 在 C 是 多 1: 类 的 条 件 下 , 这 可 
由 公式 (9.4) 导出 . 即 为 了 方便 起 见 , 若 令 n = 2, 则 当 Wi (7) = 91(t), wa(7) = 
yp2(t) ,t= 入 (7) 时 , 根据 换 元 积分 公式 (4.56) 式 ， 


b 有 
[ Vo + aat= {VACVD) + HX an, 


又 因为 和 (7) 连续 可 微 且 单 调 递增 , 所 以 X (>) > 0( 定 理 3.8), 并 且 yw (7) = yp (和 (7)) 
X (7) , 品 ( 人 = 网 (A())X (7). 因此 


/ VA)? + p(t)?dt = 1 "Va ar. 


从 而 , !(C) 不 随 参 数 t = 和 (7) 的 变换 而 变化 . 
车 zl = 91(t),z2 = p2(t),…,zn = pn (t), 则 公式 (9.4) 可 写 为 


re 


对 于 1! 类 Jordan 曲线 C={P(t)la < t < 6b}, P(t)= (pi(t), p2(t), ,pn(t)), 


令 
5 的 = { VA + AO tt ht. (0.8) 
人 @ 参考 高 木 真 治 《解析 概论 》 附 录 II. 
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效仿 圆 弧 , 若 将 曲线 C 的 点 P(a) 到 P(t) 的 部 分 : C+ = {P(w)la < 和 甘 称 为 
C 的 弧 ?, 则 s(t) 是 弧 C 的 长 度 . s(t) 是 ta <t < 5) 的 连续 可 微 单调 递增 函数 . 
当 w <t 时 , s(t) 一 s(w) > |P(w)P(t)| > 0, 由 此 显然 s(t) 是 单调 递增 的 . 因为 
s(a) = 0,s(b) = 1 车 将 s = s(t) 的 反 函 数 设 为 t= 和 (s), 则 和 (s) 是 定义 在 闭 区 间 
[0,J (= !(C)) 上 的 单调 递增 连续 函数 (定理 2.7). 因此 , 曲线 C 的 参数 上 用 s 痊 
换 , 表示 为 C = {Q (sjoss<1I,Q(s) = P(A(s)). 此 时 , 即使 C 是 1 类 , X(s) 
也 未 必 关 于 s 连续 可 微 , 但 是 若 C 是 光滑 的 , 则 


s(t) = Vp) + p(t)? ++ pnlt)? > 0， (9.9) 
所 以 和 (s) 关于 s 连续 可 微 , 并 且 
X(s) = a >0, t= X(s). (9.10) 


s(t) 
因此 ,此 时 车 令 Q@(s) = (wi(s) ,wa(s),… ,Wn (3), 则 ww(s) = pv (A(s)) (rv = 
1,2,…,n) 是 关于 s 的 连续 可 微 函数 ， 因 为 巡 (s) = pi (入 (s),t = 入 (s), 所 以 
根据 (9.9) 式 和 (9.10) 式 ， 


咒 (s? 十 如 (8 十 … 十 妨 (s)? 二 1 
因此 , 车 取 弧 长 s = s(t) 为 参数 , 则 公式 (9.4) 可 归 为 恒等式 


1 
‘=x0)=/ ds. 


例 9.2 当 P(t)= (pi(t),p2(t)), p1(0) = yp2(0) =0,0<t<1 时 ,车 令 pilt)= 
妇 cos(2r/t),pa(t) = 妈 sin(2r/b, 则 可 定义 8! 类 平面 曲线 C = {P(t)l0 < t < 1}. 
下 面 求 曲 线 C 的 长 度 . 因为 


2: 2: 
hb = 3t? cos 到 十 2rtsin 世 ， 

2: 2: 
pot) = 3t2 sin 一 2rtoos 下 ， 


多 


sy 


四 高 木 真 治 《 解 析 概论 》，p.132. 
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所 以 车 令 ，= 刀 , 则 
s(t) =-/ V P(E)? + p(t)2dt = 六 V9t + 4n2t2dt 
0 0 
-[ V 9t2 + 4n2tdt = 3/ V Qu 十 4r2du. 
0 0 


s(t) = (e+ 人 ” 一 (到 


2\ 3/2 3 
LO = Qi+ 等 ) 三 (等 ) = 3.314 361 9.…. 


它 是 取 弧 长 。 = s(t) 作为 参数 时 ， 曲 线 C 不 是 Z! 类 的 例子 事实 上 , 若 
由 (3) 三 91(A(s)) ,t= 入 (s) 是 = s(t) 的 反 函 数 , 因为 s' (b) = 3t (1? 十 (4n2/9))， 
所 以 , 当 。> 0 时 ， 

, 2\ -1/2 
Wi(s) = 2 = (人 十 等) ( 符 sin Ee 十 tcos 至) 

当 s 一 +0 时 , t = 入 (s) 一 +0, 所 以 simo 吧 (8) 不 存在 . 即 因 (s) 在 区 间 [0,4] 上 
(= 1!(C)) 不 是 连续 可 微 的 . 

关于 曲线 长 度 的 定义 9.1 也 同样 适用 于 Jordan 闭 曲线 . 81 类 的 Jordan 闭 曲 
线 C 具有 长 度 , 并 且 其 长 度 1(C) 由 公式 (9.4) 给 出 . 
例 9.3 ” 求 方程 z22/3 + y2/3 = 1 确定 的 平面 曲线 C 的 长 度 . 因为 C = {(z,y)lz = 
cos3t = sin3t,0<t< 2r}, 所 以 C 是 1 类 的 Jordan 闭 曲线 . 


因此 


- a dy ye EP RR 
二 dt 
因此 , C 的 长 度 为 
2 2 
i(C) =/ V9sin? tcos? tdt =3/ |sintcostldt 
0 0 


3 /2 3 /4 
= 了 / |sin(2t)ldt = 3/ lsinuau=3 / sinudu = 6. 
2Jo 4Jo o 


例 9.4 车 P(t) = (p(t),p2(t), p(t) = — co0s(2t),p2(t) = 一 (1/3) cos (3t), 则 
参数 表示 C = {P(t)|0 < t < x} 是 G! 类 的 平面 曲线 . 根据 简单 的 计算 ， 


P(E)? + po(t) = (4 cos?t + 1)? sin?t. 
2 


9.1 曲 线 409 


个 
>” 


因此 , 根据 公式 (9.4), 若 令 wu = 一 cost, 则 曲线 C 的 长 度 为 


1 14 
1(C) =-/ (4cos? t+ 1)sintdt =/ (4u2 + 1)du = 可 
0 -1 


ay 


例 9.4 的 曲线 C 既 不 是 Jordan 曲线 , 也 不 是 Jordan 闭 曲 线 ,但 是 P(t) = P (ww)， 
0 <t<w<gn 仅 当 t= zx/6,w = 5r/6 时 才 成 立 所 以 C 被 分 成 Jordan 曲线 
G1 = {P(t)I0 gt < xn/6}、Jordan 闭 曲线 Cs = {P(t)|x/6 < t < 5r/6} 和 Jordan 
曲线 C3 = {P(t) 15x/6 < t < x} 三 部 分 . Ca, Ca,Cs 中 的 任意 两 个 除 点 (-1/2,0) = 
已 (r/6) = 已 (5r/6) 外 没有 任何 其 他 公共 点 . 因此 , C 的 长 度 为 C1,C2,Cs 的 长 度 
之 和 . 从 而 , 由 公式 (9.4) 可 得 . 

一 般 地 , 若 在 8 多 ! 类 曲线 C = {P(t)|a <t < 6b} 上 , 至 多 存在 有 限 个 满足 P(t) = 
P(w) (ut) 的 ta<gt<5b, 则 CC 的 长 度 1(C) 可 由 公式 (9.4) 求 出 . 

例如 , 车 令 P(t) = (Pa () ,pz () ,pi (t) = cost, pz (t) = sint, 则 光滑 平面 曲线 
C= {P(t)I0 <t< 3rj 是 以 原点 O 为 中 心 、 以 1 为 半径 的 圆周 . 公式 (9.4) 的 右 侧 


矿 Vi(D2+ 史 的 2dt = 矿 a 


这 与 C 的 长 度 1(C) = 2x 不一致. 此 时 , 为 了 区 别 曲线 C = {P(t)|0 < t < 3x} 和 圆 
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周 {P(t)10 < t < 2r}, 只 须 说 明 曲 线 C 并 不 是 单纯 的 点 集 ， 而 是 连续 映射 Y :t 一 
7 外 = 已 (区 作用 在 闭 区 间 [0, 3x] 上 获得 的 点 集 即 可 . 
基于 以 上 的 思考 , 一 般 地 定义 曲线 如 下 : 
定义 9.2 ”从 实 直线 上 的 闭 区 间 工 = [a,4] 到 Rn 的 连续 映射 : 
7Y :t= 7(t) = (p1(t), P20), , pn(t)) 
称 为 R* 内 的 曲线 . 当 pl (t) ,wa (t),…, pn (t) 在 1 上 连续 可 微 时 , 称 7 为 G1 类 
的 曲线 . 进一步, 当 在 工 上 恒 有 p(t)?+ ps ( 的 2 十， 十 风 (92 > 0 时 , 称 为 光滑 
曲线 . 
这 就 是 曲线 的 现代 定义 ?. 对 于 每 一 点 te 7 称 y (i) 为 曲线 + 上 的 点 . 所 以 称 
7 的 值 域 C = Y(D) 为 曲线 y 上 全 体 点 的 集合 . 例如 , 在 P(t) = (cost,sint) 中 , 令 
mi:t=%h(t)= P(t), te n= [0,3n), 
:t= lt) = P(t), te 1 = [0,2n), 
则 Xm 和 yo 虽 是 不 同 的 曲线 但 其 上 的 点 集 m (有 ) 和 Yo (2) 却 是 相同 的 圆周 OC 
关于 曲线 长 度 的 定义 9.1 对 于 此 意义 下 的 曲线 y 也 是 同样 适用 . 当 ) 具有 长 
度 时 , 其 长 度 用 !(7) 表示 .%! 类 曲线 y 具有 长 度 , 其 长 度 1(7) 由 公式 (9.4) 给 
出 ®, 
注 ”上 述 例 9.2、 例 9.3、 例 9.4 中 特别 选取 了 以 弧 长 3(t) 作为 t 的 简单 函数 所 表 
示 的 曲线 . 所 以 , 可 以 简单 求 出 曲线 的 长 度 . 当然 , 通常 弧 长 s (1) 并 不 用 t 的 简单 函 
数 表示 . 例如 , 椭圆 C: Za + /P=1a>b> 0) 的 y > 0 的 部 分 , 以 z 作为 参 


数 , 表示 为 
2 
{w= 下 


(0, 5) 


@ 参考 岩 波 基础 数学 选 书 《 复 素 解析 》, 81.3, a) 和 82.1, a). 
@@ 虽然 开始 就 由 定义 9.2 定义 了 曲线 , 应 用 起 来 会 非常 简便 ,但 对 初学 者 来 说 , 可 能 会 不 易 接受 . 
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因此 , C 上 的 从 点 (0,6) 到 (z,y)(z >0,y>0) 的 缴 长 由 


人 dy\ ,f/f rr 2 0 
:=/ :+ (Ea) az= 人 pe dz， 太一 页 


给 出 . 上 式 右边 积分 称 作 椭圆 积分 , 众所周知 它 并 不 是 z 的 简单 函数 . 
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本 节 阐 述 空间 Rs 内 的 光滑 曲面 的 面积 . 根据 定义 9.1, 可 以 简单 地 定义 曲线 的 
长 度 , 但 却 不 能 同样 简单 地 定义 一 般 曲面 的 面积 ”. 从 而 , 首先 取 f(z,y) 是 定义 在 
抵 形 天 = {(z,)la < z < b,c <y < d} 上 的 连续 可 微 函 数 , 并 且 讨论 R? 内 的 光滑 
的 初等 曲面 

S$ = {(z,y, f(z,y))|(z,y) € K} 
的 面积 . 从 Rs 到 (z,y) 平面 的 正 射影 用 
D: (zy,2) 一 (7,Y) 
来 表示 . 五 在 9 上 的 限制 记 为 ws. 则 
551(z,g) = (7,y, f(z,Y), (zy) EK. 

根据 (9.7) 式 , 光滑 曲线 C 的 长 度 为 C 的 内 接 折线 Ls 的 长 度 la 在 [4] 一 0 时 的 
极限 值 . 类 似 于 折线 5A, 5 的 内 接 多 面体 Ma 如 下 确定 : 将 矩形 K 分 割 成 有 限 个 小 
三 角形 于 ,于 ……, 瓦 ,ww 并 且 称 其 为 分 割 A. 三 角形 Hi 的 直径 5(Hi) 的 最 大 
值 用 5 [4] 表示 : 5[A] = max6 (Hi). 令 5; =551(Hi), 则 曲面 5 = 551(K) 被 分 割 为 


“曲面 三 角形 ”51, 52,…, S;,…,Sm. 车 H; 的 顶点 为 (za1, Yi1) , (Ti2, Yi2) , (Ti3, Yi3), 
则 5; 的 “顶点 ”为 


@ 参考 《 岩 波 数学 辞典 第 3 版 》pp.896-899. 
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Pi=ws!(za,ya), Pa = 551(zizyiz)， Pa = ws (zi3, Yi3). 


以 Pa, Pa, Ps 为 顶点 的 “平坦 ”的 三 角形 Pi PisPis 用 Ti 来 表示 . 则 


Ma = TIUT UUTU UTh. (9.11) 


由 三 角形 7 组 成 的 多 面体 MA 内 接 于 曲面 5. 若 三 角形 7; 的 面积 为 4i, 则 MA 
的 面积 为 

As=A1+Az+ + Ait + Am. 
车 此 面积 44 的 极限 地 44 存在 , 则 将 此 极限 定义 为 5 的 面积 , 但 若 无 条 件 限 


制 , 则 io44 不 存在 . 于 是 , 取 小 的 正 实数 ro, 并 且 将 每 一 个 三 角形 H; 的 形状 


如 下 限制 : 当 H; 的 内 角 为 ba, ba,gis 时 ， 


sinbi > oo， sinbio > co， sinbis > co， oo0>0. (9.12) 


车 oo =sinbo,0 < bo < /2, 则 此 条 件 蕴含 内 角 ba,gbiz,bis 都 介 于 go 和 -bo 之 
间 . 
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车 三 角形 i; 的 外 接 圆 的 半径 为 Ri, 则 HH; 的 面积 ai = w (Hi) 可 由 公式 
ai = 2R? sin 0i1 sin 0i2 sin 0i3 
获得 ”. 所 以 , 根据 条 件 (9.12) 式 ， 
2R? < 中 (9.13) 
计算 三 角形 7: 的 面积 . 为 了 简单 起 见 , 将 T 的 顶点 Pi, Paz, Ps 中 的 指标 i 略 
去 , 记 为 Pi, 己 , PB. 若 T; 的 三 边 的 长 为 a= |PiP|, b= | 己 局 | c = |Pi 忆 |, 则 根据 
Heron 公式 2 , T; 的 面积 由 


Ai= Vs(s—a)(s—b)(s—c), s= 
给 出 . 通过 简单 的 计算 , 得 
Ai = VI (+ Oj 
设 及 = (Zr Vn) zn) ,zn = f (Zr, yn) ,r=1,2,3, 并且 令 


: 
3(2+b+e) 


Ur =Tk—T3 Vr=Yyk—Yy Wr=2r—z3 k=1,2, 


则 oa? = 垦 二 好 十 w3 ,如 二 人 如 十 他 十 wc2 = (wi 一 U2)? 十 (v1 一 v2)? + (wi — wa)?, 


所 以 


有 一 3 Va — wu2v1|? + |vivw2 — varwl? + hwiwz 一 wauil?. (9.14) 
因为 (zu , (7z2,Vy2) ,(z3,ya) 是 三 角形 H; = w(T;) 的 顶点 , 所 以 在 公式 (9.14) 中 
luivz 一 uzv1| /2 与 H; 的 面积 相等 ( 例 7.4): 

Blu — vai| =w(Hi) = ai. (9.15) 
由 Taylor 公式 (6.28)， 
wi = f(z1,1) — f(z3,Y3) = fr(é1, mu + fy(b1, mm). 
这 里 (&1,m) 是 连结 三 角形 Hi; 的 顶点 (zt,y) 和 (z3,ys) 的 边 上 的 一 点 . 同 理 ， 
wa = fr(é2, 2)u2 + fy(€2, 72)v02. 

连续 函数 f(z,y) 和 f, (zx,y) 在 矩形 K 上 一 致 连续 . 即 对 于 任意 的 。> 0, 存在 
5(e) > 0, 使 得 当 V(z 一 5)?+ (vy 一)? < 5(e) 时 ， 


[fe(z,9) — fr(E, MD <e, | 入 人) 一 万全 < < 
Q@, @ 参考 《 岩 波 数学 辞典 第 3 版 》, p.1 352. 
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(ma Wh) 

(&, 

昌 作风 
(ma 区) 

因此 , 任意 取 一 点 (8,) e HH;, 并 且 令 
wi = fo(€, Mu + fy(é, Nv, 
Wi = fo(€, Nu + fy(é,n)v2, 

则 , 只 要 5(H;) < 5(e), 就 有 
ho = wil < eal + ha), hwz — wil < el(luzl + v2l) (9.16) 


成 立 . 所 以 , 车 将 (9.14) 式 右边 的 w 和 wz 分 别 换 成 w? 和 w;, 则 得 4; 的 “近似 
值 "4;. 因为 
Viw2 — vaw? 一 一 (uavz — u2v1)fz(é,), 
wit — wu = 一 (uva — ur) fy (én), 
所 以 1 
= 3huv ~ uavily1+ fe(é,)? + fy(€,7)?. 
因此 , 根据 (9.15) 式 ， 


A = VL+ f(D + (EH). 
根据 中 值 定理 (定理 7.9), 取 点 (€,n) e HH;, 使 得 
4 = [Vit te dry (9.17) 
对 于 任意 实数 a,p,g,7, s, 不 等 式 
[IV tpP+E- Votreslp-rl+lg— al (9.18) 


成 立 ， 事 实 上 , 车 将 Vaz 十 更 十 到 和 VE 二 7 姜 十 并 分 别 看 成 是 点 (a,p,g) 和 
(oms) 到 原点 O 的 距离 , 则 根据 三 角 不 等 式 ， 


[IVo@ +pP + -Vat+ri+s?| < Vlp—rl? +|g— sl2. 
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在 不 等 式 (9.18) 中 , 令 ac = uv 一 U2V1P = Viw2 一 2t1)9 = Wit2 一 woul) 7 一 
Ww 一 V2wi ,8 二 wfuz 一 w3u1, 则 根据 (9.16) 式 ， 


lviwa — vaw — viw3 + vawt| 十 onua — wou — wi us + wu 
< (lul + lviD)hwz — wil + (luzl + looD)lew 一 soil 
<2e(lual+ Iu)) (ul + lv2l), 


所 以 可 得 不 等 式 
| 和 一 下 < elluil + v1)(luzl + lv2l). 


又 因为 lua| + lul < V2( 如 十 叹 ),luz| 十 vo| < V3( 垦 十 吕 ), 三 角形 H; 的 边 长 
V 如 十 如 和 VY 如 十 咀 不 能 超过 其 外 接 圆 的 直径 2Ri, 所 以 


4 一 全 |< 8eR?. 
因此 , 根据 (9.13) 式 ， 
14 一 二 |< 和 es am =w(Hi), 


从 而 , 根据 (9.17) 式 ， 


= /Vi FW + fe drey| < oli). 


车 6[4] < 6(e)， 则 对 于 KK 的 分 割 4 的 每 个 三 角形 Hi,i=1, 2,…,m, 此 不 等 式 成 
立 . 所 以 ， -4 站 ,w(K) = Do ), 因此 


wea 人 1 + fo(z,9)? + fulz, varay| 和 2). (9.19) 
着 514] < 5()， 则 不 等 式 (9.19) 成 立 。 所 以 ,极限 ,Jim 44 存在 且 等 于 
WHO 上方 人 加 azay。 从 而 可 以 将 这 个 积分 的 值 作为 曲面 5 的 
K 


定义 9.3 ”光滑 的 初等 曲面 5 = {(z,y, f(z,)) la < z < b,c<y< 4d} 的 面积 定 
义 为 
b pd 
A(5)= {Viti + he)drdy. (9.20) 
导出 此 定义 的 上 述 结果 可 以 叙述 为 如 下 的 定理 . 
定理 9.2 ”对 于 光滑 的 初等 曲面 S$ = {(z,y, f(z,y))la < z < b,c<y< dd), 分割 A 
将 矩形 KK = {(z,y) la < z < b,c < y < d} 分 割 成 有 限 个 三 角形 Hi, Ha,…, H;,… 
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Hm, 通过 (9.11) 式 确定 5 的 内 接 多 面体 MA， 并 且 其 面积 用 44 表示 . 在 (9.12) 
式 条 件 下 限制 分 割 4 的 每 个 三 角形 厂 ; 的 形状 . 则 当 5[4] 一 0 时 , 44 的 极限 等 于 
5 的 面积 4(S): sp 44 = A(S). 


如 前 文 所 述 , 在 无 条 件 限制 下 , 一 般 的 lim 44 不 存在 . 


例 9.5 设 f(z,y) = z?, 讨论 曲面 5 = {(z,y,2?) laszgbcsysgd). 设 m,n 
是 自然 数 , zx; =a+i(b— a)/m,i=0,1,...,m, y; =c+j(d—o)/n,j=0,1,...,n. 
首先 , 将 矩形 K = {(z,y) |a < ZT < b,c gy < 4d} 分割 成 mn 个 小 矩形 


人 (gil Sz < zi yj-1 Sy Sy}, i=1,2,...,m, j= 1,2,.,n. 


其 次 , 若 将 每 个 小 矩形 沿 两 条 对 角 线 如 下 图 分 割 成 4 个 三 角形 : Hi Hijz, Hijs， Hija, 
则 K 被 分 割 成 4mmn 个 三 角形 Hijvi = 1 m= 1 = 1,2,3,4, 此 分 割 
用 4m 表示 . 因为 Jim 5 [4mn] = 0, 所 以 若 要 说 明 曲 面 5 的 极限 lim A 不 存在 ， 
只 须 验证 极限 im 42 ,不 存在 即 可 . 


Se 


车 想 根据 (9.14) 式 求 5 的 内 接 三 角形 7,,w (Tj;,) = Hijv 的 面积 Aij,, 可 令 矩 
形 Ki 的 中 心 为 (zi,5),h= (6 一 a) /2m,k= (dd 0) /2n, 则 Tj 的 顶点 已, 忆 , 户 
分 别 为 


(wit hy t+ hk, (Tit h)?), (zi—h,y+k, (zi — Ah)?), (zi,y, £2). 
因此 , 关于 4i;j。 有 


Wi=h, =k w = 2hr+h2, 
U2=-h, v=k, w= —2hr;+h?. 


h4 
Aij2 = hk 1 十 4z? 十 琉 : 


ha = hkVI+ (zi —h)3, Aia = hkVIT Gr TA). 


从 而 


同 理 , 得 
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又 因为 hiy1 = hij2, 所 以 


Aamn -Mitt VTi 
> 


当 m 一 o0,n ”oo 时 , hh = (5b 一 a) /2m 一 0,k = (d 一 c) /2n 一 0, 但 不 能 确定 
Jk? = ((6 一 a)4/4(d 一 co)?) (mn2/ms) 的 极限 . 若 令 m = ng,g > 0, 再 取 极 限 , 则 因 
为 4/k? 一 0, 所 以 


lim Aa,, = Im V1+ dzw(Ki) = . / 2 V1+ 4r2dzdy. 
此 时 , Hiju 满足 条 件 (9.12) 式 因此 , 此 极限 等 于 S 的 面积 : 
4(5) = / ， / VI 十 475dzdy. 
若 令 m2 = ng,g > 0, 再 取 极限 , 则 因为 ia/i2 = rr= (6 一 a)?/2(d 一 c)g, 所 以 
lim 4A， = 三 (3 1 十 4z2 十 72 十 BV ) dedy. 


车 令 m3 = mw 再 取 极限 , 则 因为 jt/k? 一 +co, 所 以 lim 44,,, = +oo. 因此 , 在 无 
条 件 限制 下 , 不 能 确定 极限 im 44,”. 

对 于 任意 的 光滑 的 初等 曲面 S = {(z,z fc,)1(z,g) < 天 }, K 是 有 分 段 光滑 
边界 的 闭 领 域 , f(z,y) 是 在 某 领域 D 2 K 上 的 连续 可 微 函数 , 面积 的 定义 9.3 也 
同样 适用 . 即 5 的 面积 为 


4(5) = {Vit fae + le ardy. (921) 
Kk 
下 面 , 根据 参数 表示 (8.42) 
S = {(2,9, 5) = p50), y = ud), 2 = X(u0), (wv) € H} 


来 讨论 光滑 曲面 5 的 面积 . 这 里 , 有 是 平面 上 有 分 段 光滑 边界 的 闭 区 域 , (wv)， 

少 (u,v) ,xX (u,v) 是 某 领域 2 H 上 的 连续 可 微 函 数 , 并 且 满 足 (8.43) 式 的 条 件 

2 
年 


2 
市 


2 
加 加 


Xu Xv 


pu po 
Va Wo 


Xu Xv 
Pu Pu 


>0. 


映射 
(u,v) = (7,9,2) = Bu,v) = (pu,0), Yu, 0), x(u, v0)) 
面 此 例 与 Schwarz 的 例子 类 似 , 关于 Schwarz 的 例子 可 参考 高 木 真 治 的 《解析 概论 》pp，365-366- 
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是 五 上 的 一 一 映射 时 , 称 5 = 到 ( 瑟 ) 为 光滑 的 Jordan 曲面 >， 此 时 ,因为 亚 
在 巨 的 某 邻 域 上 是 一 一 映射 , 所 以 从 开始 就 可 以 假设 史 在 领域 名 2 及 上 是 一 一 
映射 . 
当 光 滑 的 Jordan 曲面 5 = 多 (H)， 作为 光滑 初等 曲面 8 = {(z,y, f (z,y))| 
(z,y) & K}(K 是 平面 上 有 分 段 光滑 边界 的 闭 领域 ， f(z,y) 为 某 领域 D 2 天 上 的 
连续 可 微 函 数 ) 表示 时 , S 的 面积 4(S) 已 由 公式 (9.21) 定义 . (9.21) 式 右边 的 积分 
车 用 yp (wv) ,up(uwo),x (wv) 表示 , 则 
Pu po 加 加 


<- 人 加 加 Xu Xv 


[证 明 ] 设 映射 : : (wv) 一 (z,y,f (zy)) = 到 (wu) 是 五 上 的 一 一 映射 ,并且 
点 (z,y,f(z,2)) 由 z,y 唯一 确定 , 所 以 映射 


2 
各 


二 Xu Xv 


Pu Po 


2 
dudv. (9.22) 


B =o: (0) — (29) = (plu, 0), wu,y)) 


也 在 有 上 是 一 一 映射 . 因此 不 妨 先 设 领域 已 > 万 充分 小 , 则 5 在 巨 上 也 是 一 一 
映射 . 因为 (z,y,f (zy)) = 到 (wo Nz = (u,v) ,y= 区 (oz = x (u,v), 
所 以 

X(wv) = f(plu, 0), Yu,0)), (u,v) eH. (9.23) 


在 五 的 开 核 (H) 上 , 对 于 此 等 式 两 边 的 4 或 者 取 偏 微分 , 则 可 获得 等 式 
Xu= fr put hy Wu xo= fe: pvt fy (9.24) 


这 里 , fc = f(z,y),fy = f(z,Y) ,z= 9 (wy 三 区 (wz 因为 (9.24) 式 中 的 两 
个 等 式 的 两 边 分 别 是 关于 u,v 的 连续 函数 , 所 以 (9.24) 式 在 太 上 成 立 . 因此 , 在 
五 上 有 


2 2 2 


2 
Xu Xv 


Pu po Be 加 2 p22)| Pu po 
=(1 9.25 
加 各 | Xu Xo 二 Pu ww (+h+A) Wu 细 (9.25) 
根据 假设 , 此 等 式 的 左边 恒 > 0. 所 以 在 和 上 恒 有 | 9 生 关 0. 从 而 , 车 可 预 
先 取 领 域 EB > 开 充分 小 , 则 在 BE 上 恒 有 
op) | pu po 
5 | | 


名 高 木 真 治 《 解 析 概 论 》p.318. 
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于 是 , 根据 定理 7.12， 
$: (ba) 一 (2,9) = (9(2,Y), pz,Y)) 
是 从 马 到 (z,y) 平面 上 的 领域 5(E) 的 一 一 映射 . 并 且 其 逆 映 射 
$7 :2,9) = (0) = (uy),v(z,Y)) 
在 $8(B) 上 连续 可 微 且 是 (z,y) 坐标 系 到 (u,v) 坐标 系 的 坐标 变换 . 显然 K = 


多 (有 H) C $B(E). 因此 , 利用 换 元 公式 (7.83), 若 将 (9.21) 式 右边 的 积分 变量 z,y 换 
成 u,v, 则 根据 (9.25) 式 ， 


= 人 VL+ (ca)2+ 太 (czdzdy 


= [Vit Fe VD) + Foleo) Vo) [RE | ana 
2 2 2 
= a Pu Po 加 名 | | Xe Xo | quqv. 
加 po Xu Xv Pu Pv 


( 取 函 数 行列 式 8(p,%) /9 (u,v) 的 绝对 值 的 原因 , 可 参考 7.3 节 (7.86) 式 下 面 的 讨 
论 ). 
定义 9.4 ”光滑 的 Jordan 曲面 5 = {(p (wv) ,多 (wv) ,xX (wo)| (u,v) e 及 } 的 面 


积 定义 为 
2 2 
pu go | + 加 加 Xu Xv 


4(5) = 
但 a 加 加 Xu Xv Pu Po 


如 上 所 述 , 光滑 初等 曲面 5, 车 用 5 = {(z,y, f(z,y)) |(z,y) e K} 表示 , 则 定 
义 9.4 与 定义 9.3 一 致 . 

设 光滑 的 Jordan 曲面 5 = 浆 (H) 用 未 必 光 滑 的 初等 曲面 S = {(z,y, f(z,y))] 
(z,y) < K} 来 表示 , 其 中 K 为 闭 区 域 , f(z,y) 是 K 上 的 连续 函数 . 此 时 , 若 f(z,y) 
在 K 的 开 核 (K) 上 连续 可 微 , 并 且 从 互 到 天 上 的 一 一 的 连续 映射 8 = oy ; 
(wv) 一 (Zz,) 是 (五 ) 到 (K) 上 的 映射 , 则 定义 在 (9.26) 式 上 的 Jordan 曲面 5 的 
面积 4(3) 可 表示 为 


2 
+ dudv. (9.26) 


9) = / 1 + f(y)? + f(z y) dzdy. (9.27) 
(K) 
1 \ O(z,Y) Pu po 
攻 立 . 所 Lb = 
I 证明] 因为 在 () 上 , 不 等 式 (925) 成 立 . 所 以 全 2 英名 | #0, 因此 根 


据 换 元 公式 (7.66)， 


[Vit fee) + fl dedy 
(K) 
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二 1+ fz(z,9)? + f(z,y)2 
(四 
Pu Po 如 加 Xu Xu 


am | We 加 Xu Xv Pu pu 
因此 , (9.27) 式 成 立 . 口 
公式 (9.27) 在 应 用 上 非常 有 用 . 
在 光滑 的 Jordan 曲面 5 = {yw (u,v)|(w,v) e 五 } 上 , H 是 矩形 时 ,5 的 面积 
有 与 定理 9.2 类 似 的 定理 成 立 . 即 分 割 4 将 万 分割 成 有 限 个 三 角形 Hi, Ha,..., 
Hi…, Hm, 车 5 = 罗 (Hi), 则 5 被 分 割 成 “曲面 三 角形 " S1, 2,.…, 5;,.…，,s,. 若 
T 和 5; 具有 相同 顶点 的 “平坦 " 三 角形 , 则 其 并 集 


Q(z,y) 
A(u,v) 
5 


| dudv 


2 


加 
十 * dudv. 


MaA= TiIUT UUTIU... UT, 


是 5 的 内 接 多 面体 . Ma 的 面积 用 44 表示 . 
定理 9.3 分割 4 的 每 个 三 角形 玉 , 若 满足 条 件 (9.12) 式 , 则 当 6[4] 一 0 时 , 44 
的 极限 等 于 S 的 面积 4 (5): sp。44 = A(S). 

此 定理 的 证 明 方法 与 定理 9.2 的 完全 相同 . 

光滑 的 Jordan 曲面 5 的 面积 4(S) 不 依赖 于 定义 (9.26) 式 中 5 的 参数 表示 
中 参数 的 选择 方法 . [证 明 ] 设 


$= {(A(s,t), p(s,t), v(s, t))|(s,t) € K} 


是 曲面 的 另外 一 种 参数 表示 , 令 4(s,t) = (和 (sts,,2(s 坟 ) 则 根据 4(s,t) = 
多 (wv), 点 (s,t) EK 与 点 (wv)eH 是 一 一 映射 . 此 对 应 用 5 表示 : 


$:(u,v) 一 (5,t) = (cuv),T(u, 90), Als,t) = (u,v). 


一 般 地 ， 因为 有 界 闭 集 到 有 界 闭 集 上 的 一 一 的 连续 映射 的 逆 映 射 是 连续 的 ?， 所 以 ， 
多 二 4A-1o 也 是 连续 的 . 为 了 验证 5 在 ( 玉 ) 上 连续 可 微 , 任 取 点 (wo, vo) e (H), 
令 (sout0) = guo to) 点 (so,to) 上 的 一 个 函数 行列 式 ,例如 > 不 为 0. 

人 t 
入 (s, 引 ,kh(s,t) 是 含有 KK 的 某 领域 上 的 连续 可 微 函数 , 所 以 根据 定理 7.12, 在 (so,to) 
的 邻 域 UU 上 , st 是 关于 z= 和 (s,t),y = A(s,t) 的 连续 可 微 函 数 ,用 s = s (z,y) ,t = 
t(z,y) 表示 . s = s(z,y) ,t=t(z,y) 是 (z,y) 平面 上 的 点 (zo, yo) (zo = A (so,to) = 
(wo, v0), yo = kA(s0,to) = 小 (uo,vo)) 的 某 个 邻 域 上 的 连续 可 微 函 数 ， 因为 5 连续 ， 
外 此 处 由 带 有 收敛 子 列 的 有 界 点 列 (定理 1.30) 那里 很 容易 就 导出 来 
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所 以 若 取 (wo,vo) 的 充分 小 的 邻 域 W e (HH), 则 当 (w,v) e W 时 , (s,t) = (u,v)， 
即 因为 z= 和 (s,t) = p(w0),y =p(s,t) =(w,v), 所 以 


ol(u,v) = 8= s(z,y) 一 su) yu, 9)), 
T(w,9) = t= t(7,y) = t(p(u, 0), Ylu, 9)). 


因此 , o (wo) ,7 (w,v) 在 点 (wo,zo) e (五 ) 的 邻 域 上 连续 可 微 . 又 因为 (wo,vo) 是 (H) 
的 任意 点 , 所 以 o (w,v) ,7 (u,v) 在 (五 ) 上 连续 可 微 . 当 s= (wu,t=r(wou) 时 ， 


姑 六 
A(sd) = pu0) ,psd = =x) 则 | = | 
WB 加 bs he 
Ou ou > | po om ,所 以 
Tu To Xu Xv Vs Ve Tu Ty 
2 2 2 
pu po | + 加 加 二 | 和 知 gi 
加 加 Xu Xo pu po (9.28) 
2 2 2 2 
[I A + .| cu om 
Hs Ht Vs Vet Ms Xt Tu To 


根据 假设 , 此 等 式 左边 不 为 0. 因此 , (号 - | ”| 不 为 0 从而, 根据 定理 
(u,v) Tu To 


7.12, $ 是 从 每 一 点 (u,v) e (五 ) 的 充分 小 邻 域 到 (s,t) = 5 (u,v) 的 一 个 邻 域 上 的 
映射 所 以 5((H)) c (K), 同 理 8-1((K)) c (H). 因此 5((H))= (K), 即 5 是 
(H) 到 (K) 上 的 一 一 的 连续 可 微 映射 . 并 且 $ 的 函数 行列 式 8(s,t) /9(w,v) 不 为 
0. 所 以 , 根据 换 元 公式 (7.66) 和 (9.28)， 


2 2 2 
[ Ms Xt 二 各 上 | + Ve | dsdt 
(K) Hs he Vs Vt 和 Xs Xt 
2 2 2 
= Ms 入 a | di 
(四 | As 和 Vs ut Xs A | Olu,v) 
a / pu po | 二 加 加 | 各 和 | qudv, 
(DD) | 如 加 Xu Xv Pu Po 
即 
2 
/ 和 入 和 asd 
下 | He。 pe Ve Ve Ms Xe 


[3 
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2 
Pu Po 二 | 和 x 


-1 如 加 pu po 


当 5= 丈 (H) = { 燃 (w,v)|(w,v) ee 五 } 是 光滑 的 Jordan 曲面 时 , 称 (w,v) 平面 
上 理 的 边界 C =H 一 (H) 的 像 B= 交 (C) 为 曲面 5 的 边缘 . 从 S 中 除去 边缘 B， 
剩余 的 部 分 用 符号 (5) 表示 : 


加 加 
Xu Xv 


2 
+ dudv. 口 


(5)=5-B= v((H)). 


根据 上 述 结果 , (5) 由 5 唯一 确定 且 不 依赖 于 8 的 参数 表示 的 参数 的 选择 方法 . 
将 五 分 割 成 具有 有 限 个 分 段 光滑 边界 的 闭 区 域 ,2,…, H;,…, Hm, 并 且 令 
8 = 殉 (), i = 1,2,…,m, 则 每 个 5; 是 光滑 的 Jordan 曲面 , 并 且 


3S=5SIUSU USU…USn，(Sijn(5)= 几 (和 让， 


此 时 , 根据 定理 7.7， 
4(5) = A(S1) + A(S2) + + A(Sm) (9.29) 


显然 成 立 . 
一 般 地 , 对 于 分 段 光滑 曲面 5, 当 S 是 由 有 限 个 光滑 的 Jordan 曲面 51, 52,…， 
55 5m 的 并 集 


38=SUSU…USU…USn，(Sin(5) = (3 让， 


表示 时 , 称 5 被 分 割 成 光滑 的 Jordan 曲面 51, 52,…, Sm， 分 段 光滑 的 曲面 S 未 
必 可 以 分 割 成 有 限 个 光滑 的 Jordan 曲面 , 但 是 5 被 分 割 成 光滑 的 Jordan 曲面 
1,52,…, Sm 时 , 5 的 面积 由 


A(S) = A(S1) + A(S2) + :+ A(Sm) (9.30) 


定义 . 右边 的 A (51) ,4 (52) ,…,A(Sm) 显然 是 由 (9.26) 式 定义 的 面积 . 

当 5 是 光滑 的 Jordan 曲面 时 , 已 根据 (9.26) 式 , 定义 了 面积 A(5), 所 以 必 
须 验 证 上 述 (9.30) 式 的 面积 与 原来 的 (9.26) 式 的 面积 相 一 致 . 设 5 的 参数 表示 为 
5= 殉 (有 H), 车 令 Hi = -1(5i) ,i= 1,2,…,m, 则 Hi 是 具有 分 段 光 滑 边 界 的 闭 领 
域 且 H 被 分 割 成 辐 , H2,…, Hi;,…, Hm. 并 且 5; = 丈 (Hi). 所 以 , 根据 (9.29) 式 ， 
(9.30) 式 的 面积 4(5) 与 原来 (9.26) 式 的 面积 4(5) 是 一 致 的 . 

一 般 地 , 需要 证 明 由 (9.30) 式 定义 的 面积 A(5) 与 5 分 割 成 光滑 Jordan 曲面 
51, 52,…,Sm 的 分 割 方法 无 关 . 设 S 用 另外 的 分 割 方法 分 割 成 光滑 Jordan 曲面 
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五 五， 了 则 5 被 分 割 成 更 加 “充分 细小 ”的 光滑 Jordan 曲面 21, Za …， 
2o，…2w, 并 且 若 能 使 


S= UB, DD= U 2 (9.31) 
ZvCS: ZETy 
则 根据 上 述 结果 
A(S) = AZ), AD)= 并 AZ). 
ZuCSs Zu CT 
因此 


m N n 
2 4(5) = 5 A(2,) = DAD,). 
i=1 v=1 j=1 


对 于 不 存在 满足 条 件 (9.31) 式 的 分 割 5 = ZU Zz UU ZU .UZ 的 证 明 ?， 
在 此 省 略 . 

例 9.6 ” 举 一 个 简单 的 例子 . 求 以 原点 O 为 中 心 、R 为 半径 的 球面 5 二 {(z,y, 2)| 
到 十 好 二 2 二 R?} 的 面积 . 从 方程 22 十 她 十 22 = R? 求 得 z 二 土 Ri 22 ya. 


所 以 , 令 
f(z,y) = VR — 72 — ya, 
则 5 被 分 割 成 上 半球 面 
S$+ = {(z,y, f(z,v)|z? +y < R?} 
和 下 半球 面 


3 = {5%, -fo e+ < 本) 
f (zy) 在 闭 圆 盘 K={(z,y) |z?+y?< R?} 上 连续 且 在 (K)={(z,y) lz? + < Re2)} 
上 连续 可 微 .并且 
PC 人 J hd) J 
所 以 ,根据 (9.27) 式 , S+ 的 面积 为 
去 本 Radzdy 
460= [VIE + he ardy = /Es 


@ 根据 Lebesgue 积分 论 , 证 明 是 平凡 的 . 应 用 上 , 根据 (9.30) 式 求解 具体 的 曲面 5 的 面积 时 , 将 S 
“自然 ”地 分 割 成 光滑 Jordan 曲面 S1,.52,…, Sm。 对 于 3 的 两 个 自然 的 分 割 S = S1U 52 
U…USm 和 5 = TiUT2U.…UT,, 通常 存在 满足 (9.31) 式 的 分 割 3=2ZIUZ2aU…UZN. 
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若 令 z =rcosby = rsinb, 则 


Rf BRrdrdg Rrdr 
+) = 二 二 2 
A(S )=/ / VE 2ra/ y= 2xR?. 


同 理 , 4 (5-) = 2xR?. 故 半径 为 R 的 曲面 5 的 面积 为 4A(S) = 4nR?. 

以 上 根据 公式 (9.27) 求 得 了 半球 面 S+ 和 5- 的 面积 . 但 是 严密 地 来 讲 , 首先 
必须 验证 S+ 和 S- 是 光滑 的 Jordan 曲面 . 因为 S+ 和 5- 都 一 样 , 所 以 以 S- 为 
例 进行 讨论 . 设 连结 点 (z,y,z) e S- 和 点 (0,0, R) 的 线段 与 平面 (z,y) 的 交点 为 
(wu), 则 


2R2u 2R2v 12 十 u2 R? 
z= ， y= ; 2= R. 
R2+u+t+v R?2+u?+v2 R?2+u?+v? 


事实 上 , 若 令 和 = (R-z)/R, 则 z= XMw,y= wv,z= -AR, 故 
R=72+y +2 = Xu 十 2) + (R— AR)?. 
因此 , =2R2/ (R2 +a2 +u2). 所 以 , 若 令 


42 十 v2 RR? 


2R? 
Ylu,v) Rrra 


v 
形 十 好 十 好 ， 


2 Ea 
有 十 好 十 好 ， X(uwu) = 


Jo(wu) = 
则 
$7 = {(p(u, 0), bu, 0), x(u, vw) he + v2 < R2} 


是 下 半球 面 5- 的 参数 表示 . p(w0) ,由 (wv) ,Xx (wv) 是 (wv) 平面 上 的 连续 可 微 
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函数 , 并 且 
pu Po 4R4(R2 — wu? — v7) 
| ++ 
We 如 | -8Ru 
Xu Xo| (B+R+) 
Xu Xv|_ —8R5v 
pu po| (B+R+)S 
所 以 
kK 全 bh 16R8 
Pu pu Wo Xe Xo| op 
eg a 和 “| mw po -ra (232) 


显然 映射 : (wo) 一 (2),2) = (Plu0) ,YD (9) X (0)) 是 从 闭 圆 盘 H = 
{wo) he + < R?} 到 5- 上 的 一 一 映射 . 所 以 5 是 光滑 的 Jordan 曲面 . 并 且 ， 
Do: (uv) = (29) = (Pu0) ,Yu 0)) 是 从 (B) 到 (K) 上 的 映射 . 所 以 5- 的 
面积 4(S-) 可 以 由 公式 (9.27) 获得 . 

当然 , 利用 (9.32) 式 可 以 从 定义 (9.26) 式 直接 求 得 面积 A(S-). 即 根据 (9.32) 


4R4 
45-)= | 
令 凡 =rcos9,v = 二 rsin0, 则 
2 4R4rdrdb R rd 
A(S- ;= / 人 - snRt 人 8 
例 9.7 令 FKi={(z,W|(s-R/2) + < RY), 求 上 述 上 半球 面 5+ 在 闭 圆 盘 
Ki 上 的 部 分 : 


式 ， 


St = {(z,9, fz) (rE Ki}, fr 9) = VR- 
的 面积 . 利用 极 坐 标 (7,9), 则 Ki 由 Ki = {(7,6) lIl0<r< Reosb,—n/2<0< 7/2}, 
表示 . 所 以 , 根据 (9.27) 式 , St 的 面积 为 3 


Rdzdy 
A(St = VT f+ fdrd =h Ry 
(sn) (K1) WY x) VE 


/2 Reose ”rdr /2 壮 
= rao =R R— VR?— R?cos?0)d0 
i 0 V 瑚 一 72 的 和 ) 


二 
加 关于 R = 1 的 情况 下 的 结果 已 经 在 例 8.1 中 阐述 - 
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/2 
= 眉 / (1 一 |sinbl)dg = xR? 一 2R2. 
一 K/2 


y 


A 
ld 


在 面积 的 定义 (9.26) 式 右边 的 - 中 , 因为 


(pu — popu)? + (Xu — boxXu)? + (Xupo — Xupu)? 
=(P2+ 如 + XE)(G2 + E+) 一 (pupv + Buby 十 XuXo)2， 
Wa E(w)= 品 十 召 十 双 ， 
下 (wu) = pupv 十 加 to 十 XuXu 
Guw 由 = 党 十 名 二 对 
则 (9.26) 式 可 以 改写 为 


49 = 人 VE(u,v)G(u,v) -下 (wu)zdudv. 


(9.33) 


例 9.8 在 (z,y) 平面 上 y > 0 部 分 上 的 光滑 Jordan 曲线 C = {(yp (ww),y(w))la< 
4 < 0)},w(u) > 0, 绕 > 轴 旋 转 一 周 形成 的 曲面 5 称 为 旋转 曲面 . C 绕 z 轴 仅 旋转 


9 角 时 , 将 C 上 的 每 一 点 (yp (u) ,水 (w)) 分 别 移 到 点 
更 (ug) = (yp(u), Yu) cosb, ylu) sin g). 
所 以 S 由 参数 表示 
S={V(u, la<ugb, 0<0<2r)} 
给 出 . 此 时 由 于 
E(w0) = pu + (uy) Flu,0)=0, Glu,0) = (wu)’, 
所 以 根据 (9.33) 式 得 5 的 面积 为 


(9.34) 
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A(S) = 2x / " yu) VDF Wj. (9.35) 


此 时 , 5 不 是 Jordan 曲面 , 而 是 被 分 割 成 两 个 Jordan 曲面 , 例如 , 分 割 成 51 = 
{vlwb)la<u<ho<o<r} 和 ss = {vu,0)la <u< br rn}. 根据 (9.33) 
式 , 可 以 求 得 4(51) 和 4(52). 并 且 若 取 其 和 , 就 可 以 获得 (9.35) 式 . 

作为 (9.35) 式 的 应 用 , 计算 旋转 椭圆 体 的 表面 5 : z2/a2+2%2/cz+22/c = 1 > 
c> 0 的 面积 . 求 椭圆 方程 zz/a2 十 好/c2 = 1 关于 y 的 解 , 可 得 y = 士 cV1 一 z2/a2. 
因此 , 若 在 (9.34) 式 中 , 令 p(u) =u, (u) = cV1 一 2/a2， 将 不 等 式 a< ub 用 
-a < u < a 替换 , 则 可 得 旋转 椭圆 面 5 的 参数 表示 . 通过 简单 计算 ， 


Vu VIT WD) = cV1- (a — Cu/as, 


所 以 根据 (9.35) 式 ， 
4(5) = 2re V1- wa 


因为 Vi-Bat = Ga 人 1 一 五 ++Arcsint), 所 以 若 令 t= (Va 一 C/o?)u, 则 
可 直接 求 得 上 式 右 边 的 积分 值 . 即 获得 


ec Arcsin = 
Va2 一 c a ” 

当 C={(e(w 必 (oO)lae<us< 匡 (地 (w > 0) 是 光滑 Jordan 闭 曲线 时 ,C 绕 x 
轴 旋 转 形 成 的 旋转 曲面 5 是 光滑 闭 曲 面 . 此 时 , 5S 的 面积 也 由 (9.35) 式 给 出 . 这 仅 
须 将 C 分 割 成 两 个 Jordan 曲线 C1,C2 后 即 可 看 出 . 


4(5) = 2r (e 十 
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例如 , 给 定 c 和 p,0 < p < c, 若 令 p(u) = psinu,y(u) = c+pcosu, 则 


C= {(p(w),y(u))l0 < wu < 2n} 是 以 y 轴 上 点 (0,c) 为 中 心 、p 为 半径 的 圆周 , 当 
其 绕 > 轴 旋 转 时 , 形成 环 面 (torus)S. 因为 w (w)? + (w)? = p?, 根据 (9.35) 式 , 5 


的 面积 为 Ee 
4(5) = 2 [ (c+ peosu)du = 4r2pc. 
o 
习 题 
63. 求 方程 2 = 4az(a > 0) 确定 的 抛物 线 的 原点 (0,0) 到 点 (z,y),y = 2Vaz 的 弧 长 . 


65. 


. 当 P(t) = (piepa 人 ,bz),pl(0) = p2(0) = 0 时 ,车 0<t<1, 令 gilt) = 


妇 cos (2n/t), pa (t) = 如 sin (2x/t), 则 可 获得 多 1: 类 空间 曲线 C = {P(t)l0<t<1}. 试 
求 此 空间 曲线 C 的 长 度 . 

设 (9) 是 定义 在 闭 区 间 [0,2x] 上 的 关于 9 的 连续 可 微 函数 , r(0) = r(2r). 证 明 : 当 0 < 
9 < 2r,r(9) > 0 时 , 若 令 已 (9) = (r (9) cosb,r (9)sin 9), 则 闭 曲 线 C = {P(0)l0 < 0< 
2x} 除去 至 多 一 个 点 已 (0) = 已 (2r) 外 都 光滑 , 并 且 C 的 长 度 


oO= 矿 TO + rtd. 


. 在 65 题 中 , 当 r(9) = a(1 一 cos9) 时 , 称 曲线 C = {P(9)|0 < 9< 2r] 为 Cardioid. 试 


求 Cardioid 的 长 度 . 


附 录 


连续 性 与 可 微 性 (参考 例 3.1) 

称 ++sVd (r, s 为 有 理 数 , s 六 0,d 为 自然 数 ) 形式 的 无 理 数 为 二 次 无 理 数 . 显 
然 , 二 次 无 理 数 在 数 轴 R 上 处 处 稠密 地 分 布 . 设 a 为 二 次 无 理 数 , 则 存在 由 a 确 
定 的 正 实数 o, 使 得 对 于 任意 的 分 数 g/p (p 为 自然 数 , 9 为 整数 ), 不 等 式 


时 站 
| > 殉 
成 立 . 为 证 明 这 个 结论 , 令 a=r+sVdB=r-sVd 当 wu 为 变量 时 ， 
(wu—a)(u—B)=w—2rut+r?— sd. 
取 自 然 数 a, 使 得 
alu—a)(u—p)=aw+bute [b=—2ar,c=a(r?— s2d)] 
是 v 的 整 系数 二 次 式 . 将 gq/p 代入 w 且 两 边 乘 上 p?, 可 得 
wD) -rm 
此 式 左边 不 是 0, 右边 是 整数 . 所 以 
p 


ap2 


和 
了 
因此 , 车 令 4= qzp-aw5=8-aw 则 

ap?lall4 一 5 > 1 


取 正 实数 o 使 得 ac(c + |6|) < 1. 为 了 证 明 |4| > o/p?, 车 假设 |4| < cy/p2, 则 


14-5&14I+ 同 和 丙 + 国 <o+ 赴 


所 以 , 可 得 
ap?lall4a -5 引 <ac(c+li) <1, 
这 与 ap?|4||4 一 6| > 1 矛盾 . 所 以 , |4| > o/p?. 
区 间 (0,1) 上 的 函数 f(z) 定义 为 : 当 z 为 无 理 数 时 , f(z) = 0; 当 zx 为 有 理 
数 , 即 为 不 可 约 分 数 g/p 时 , f (q/p) = 1/p3. 则 显然 这 个 函数 f (z) 在 (0,1) 内 所 有 
的 有 理 点 处 不 连续 . f(z) 在 (0,1) 内 的 任意 二 次 无 理 数 a 处 可 微 . 


430 附录 


[证 明 ] 当 z(z 了 a) 是 无 理 数 时 , 显然 可 得 (f(z) - Jf(a))/(z 一 a) = 0. 所 以 可 
设 z 是 不 可 约 分 数 : z = q/p. 于 是 


全 = 人 | 的 /人 -< 的 /的 - 志 


对 于 任意 的 正 实数 jy, 因为 满足 p < / 的 不 可 约 分 数 q/p (0 < gq/p < 1) 仅 有 有 限 
个 , 所 以 , 当 go/p 一 a 时 ,p 一 +co. 所 以 


思 ( 的 -ra)1G-9。 


即 f(z) 在 a 处 可 微 且 f'(a) = 0. 口 

通过 与 例 2.4 同样 的 方法 可 以 验证 f (z) 在 区 间 (0,1) 内 的 所 有 无 理 点 处 连续 . 
车 将 二 次 无 理 数 称 为 二 次 无 理 点 , 则 如 上 述 , f (z) 在 二 次 无 理 点 处 可 微 , 而 在 任意 
的 无 理 点 处 未 必 可 微 . 我 们 举 一 例 , 考虑 


二 1 
p=3+ 王 + 训 + 2+ ed 
此 式 右边 的 级 数 收敛 , 并 且 显 然 有 1/2 < p < 1. 当 m>2 时 , 若 令 


m 
E 一 
pn= = 名， gm = 2 -142m mo)! + 1, 


n=1 


则 因为 gm 是 奇数 , 所 以 qm/2m! 是 不 可 约 分 数 . 要 验证 p 为 无 理 数 , 我 们 用 反 证 
法 , 不 妨 假设 p 等 于 分 数 g/p, 则 


二 Ea < Tm 
所 以 


p 2m -二 pr < 二 
若 这 个 式 子 两 边 同 乘 以 2"!p, 则 可 得 不 等 式 : 


4 p 
0<2"g— pgm < pr 


车 取 m 使 得 2m > p, 则 这 个 不 等 式 与 2m!d - pqm 是 整数 相 矛 盾 ， 所 以 p 是 无 
理 数 . 
因为 pm = gm/2m! 是 不 可 约 分 数 , 所 以 f(pm) = 1/23m!. 因此 当 m > 4 时 ， 


fe = {0|> CNR i tA! 
> 2 2mH7 一 2 >2 
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因为 当 m 一 +oo 时 , pm 一 p; 当 z 为 无 理 数 时 , (f(z) - f(p))/(z 一 p) = 0, 所 以 
Jim (f(z) 一 了 (p))/(z - p) 不 存在 . 即 f(z) 在 p 处 不 可 微 . 对 于 属于 区 间 (0,1) 的 
形 如 p + r(r 为 有 理 数 ) 的 任意 实数 , 同样 可 以 证 明 f(z) 在 p+r 处 不 可 微 . 

总 之 , f(z) 在 区 间 (0,1) 内 的 有 理 点 处 不 连续 ; 在 无 理 点 处 连续 ; 在 二 次 无 理 
点 处 可 微 ; 在 p + r(r e Q) 处 连续 , 但 不 可 微 . f (z) 的 不 连续 点 、 连 续 点 、 可 微 的 
点 、 连 续 但 不 可 微 的 点 , 分别 在 区 间 (0,1) 上 处 处 稠密 地 分 布 - 

考虑 这 种 奇妙 的 函数 , 对 于 我 们 精确 地 把 握 微分 系数 的 意义 是 很 有 用 的 . 虽然 
记 : f/(@) = lim (f(z) 一 Fa))/z 一 oh， 但 我 们 知道 f' (a) 粗略 地 表示 函数 f(z) 的 
图 像 的 曲线 在 z = a 处 的 切线 的 倾斜 度 等 , 但 是 求 这 种 奇妙 的 函数 的 微分 系数 很 
难 , 因为 这 种 函数 的 图 像 不 能 成 为 曲线 . 

p 被 称 为 Liouville 数 . p 为 二 次 无 理 数 , a 也 同时 是 无 理 数 , 但 它们 的 性 质 却 
完全 不 同 . 关于 a, 对 于 任意 分 数 g/p, 如 上 所 述 , 不 等 式 


q|、oa 
-下 > 办 Wi SO (3.9) 
成 立 . 这 里 , 把 常数 o 记 为 ca 是 为 了 说 明 o 依赖 于 a. 关于 p, 若 令 pm = 2”™, 则 
2(n+1)! = pm+1， 所 以 
gm 2 1 
全- 虽 < 趟 :< 过 
对 于 自然 数 w 每 个 分 数 q/p 的 1/np? 邻 域 , 即 开 区 间 (q/p - 1/np?,q/p + 1/np?)， 
它们 的 并 集 设 为 
本 
mm 志和 + 页) 
则 W, 是 包含 有 理 数 集合 Q 的 开 集 , 并 且 Wi 2 W2 2 … > Wn D Wn+1 >.…. 对 
于 任意 的 自然 数 n, 若 选 m, 使 得 (pm)"? >>n, 则 


gm| .1 1 
= 
| pm| PR ~ npm? 


所 以 pe Wi, 即 p 包含 于 所 有 的 W 中 . 根据 (3.9) 式 , 当 n > 1/ou 时 , 二 次 无 理 
数 a 不 包含 于 Ws 即 “p 比 所 有 的 二 次 无 理 数 更 加 贴近 Q”. 无 理 数 的 这 种 不 同 
性 质 , 反映 在 微 积分 学 的 微妙 问题 之 中 . 
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1 任意 给 定 的 两 个 无 理 数 8 和 分 别 用 无 限 不 循环 小 数 8 = b. bbzbs.… 和 =e. ccscs.…… 
表示 时 , 若 6 < Y, 那么 存在 n 满足 b, < cn 此 时 , 例如 , 对 于 m > n,bm < 8, 仅 把 B 的 
第 m 位 小 数 用 比 bm 大 的 数 普 换 ,所 得 无 限 小 数 设 为 y, 则 这 些 是 互 不 相同 的 无 限 不 循环 
人 小数, 且 满足 8 < Ym < 9. 因为 这 样 的 yo 存在 无 穷 个 , 所 以 介 于 8 和 之 间 的 互 不 相同 
的 无 理 数 存在 无 穷 个 . 

2 只 须 分 三 种 情形 考虑 即 可 当 a 同 为 正 数 时 ; 当 a, 8 互 为 异 号 时 ; 当 两 者 同 为 负数 时 . 

3. 对 于 任意 给 定 的 正 实数 <, 取 M = no ( 引 充分 大 时 ,车 n> M, 则 lan -al < 于 又 因 
为 ,车 n>M, 则 


ln ~al = Lor —o) + + (en 一 al 
Sa -al+ + hom — ol+ hams ao 
< elt tow -alt (nM)E}. 
现 令 la - al，,…, la - al 的 最 大 值 为 K, 则 上 面 的 最 后 一 个 式 子 
1 及 一 AMf 1 n 
<# (ux+ Ye) < 元 (MK+3e). 
这 里 ,着 n> N, 则 对 于 满足 MK/n < s/2 的 充分 大 的 自然 数 N, 当 n> N 时 ， 
1 n ee 
a (MK+Be) < 后 + 


所 以 ,bn 一 a. 


1 1 
4 当 n>2 时 , 荆 < 2 
n 


mn ni n 


;所 以 


从 而 


n=1 

5. 令 a = lim sup am. 因为 对 于 < = 1/n, 存在 无 数 个 am 使 得 +e > am > a 一 e. 所 以 从 

中 选取 一 个 设 为 an 则 对 于 任意 的 n, 因为 eve 一 al < 1/n, 所 以 子 列 {am(m} 收 
伍 于 ca. 
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6. 设 {Pa} 是 一 个 有 界 点 列 , 令 P= (zn,yn). 因为 数列 {zn} 有 界 , 所 以 具有 收敛 的 子 列 . 
从 而 , 一 开始 就 可 以 设 {zn} 收敛 . 令 zo = lim zn. 又 因为 数列 {yn} 也 有 界 , 从 而 也 有 收 
伍 的 子 列 {yns}. 于 是 , 若 令 yo = lim yn,, 则 子 列 {Ps} 收敛 于 Po = (zo,yo). 

7. 设 P= (zuza ,Tn), Q = (yi, ya Yn), R= (21,22,.** ,2n), 则 欲 证 明 的 不 等 式 可 
以 写成 


| -a)’< Je + de 2. 


i=1 i=1 i=1 


对 于 每 个 i 二 1,…,n, 令 a = Ti 一 Vi bi 二 Wi 一 zi， 则 上 式 变 为 


Je 二 502 < je 十 | 


1 i=1 4=1 


关于 + 的 二 次 式 2 (ai 上 ba? 恒 > 0, 所 以 判别 式 < 0, 并 且 


te) -a +2DDah+ 守 四 


=1 i=1 t=l 


< 和 +2 D3 + 
i=1 i=l i=l i=l 
n n 
< ( Dt). 
所 所 


两 边 取 平 方 根 , 就 可 以 获得 所 求 的 不 等 式 . 

8， 根据 算术 平均 值 > 几何 平均 值 , 得 0 < bn < bn+1 < an+l < an， 因 此 数列 {an} 有 
下 界 且 单 调 递减 . 数列 {bn} 有 上 界 且 单 调 递增 . 所 以 根据 定理 1.20, 二 者 都 存在 极限 . 设 
a = liman, 6 = lim bn. 于 是 , 若 在 on+i = (an + bn)/2 的 两 边 取 极限 , 则 a = (a + 6)/2， 
从 而 a= 有 . 


详 aibi| < 


因此 


9. 因为 
ov) 
本 ?2_ 1(ani— V2)? 
-3( i ey i 
-De < (an-1 — V2) 
Qn-1 2 
所 以 
A 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


因此 
im an = Va. 


(参考 例 5.9) 因为 当 n > 3 时 , n" > ma > n+1, 所 以 


(人 二 TD = 十 nm + n(n — Dn + +m+l 


<nr+n"+n"++n" (n 个 ) 
一 mn+1 


mn > (mn 十 D)M+D > 1 


故 , 此 数列 fn/"} 有 界 且 单调 递减 , 从 而 收敛 , 因为 lim ma/”= a > 1, 所 以 设 mn 一 
1+an(an > 0), 则 


n= (on 十 D" =1+nan+ n(n 一 ++ 
>1+ jn 一 Do. 
因此 , a2 < 2/n 一 0, 从 而 ma 人 一 1 
第 2 章 


由 复合 函数 的 性 质 , 显然 连续 . 若 令 zn = 1/(n 十 1/2)z yn = 1/nn, 则 虽然 |zn 一 yn| 一 0， 
但 是 |sin 1/zn 一 sin 1/yn| = 1, 所 以 对 于 任意 取 定 的 一 个 正 实数 <, 无 论 怎样 选取 6 > 0， 


车 0<z，0<z'，lz-z'i<6， 则 < 


ok 和 
sin — 一 sin 一 
2 


并 不 能 成 立 . 因此 sin 1/z 非 一 致 连续 . 

假设 不 存在 最 大 值 . 对 于 每 个 n 都 能 够 从 这 个 闭 区 间 中 选取 使 得 f(an) > n 成 立 的 an. 
数列 {an} 具有 收敛 的 子 列 {an,}. 设 lim aw = a, 则 根据 f(z) 的 连续 性 , lim f(an,) = 
j (a), 又 因为 f(any) > ny, 所 以 这 与 lim f(anj) = +oo 矛盾 . 

假设 非 一 致 连续 , 对 于 某 个 正 实数 = > 0, 不 论 怎样 选取 5 > 0, 都 存在 满足 |z 一 y| < 6 
且 |f(z) 一 f(y)| >e 的 z 与 y 又 ,对 于 5= 1/m, 选 an bn 使 得 lan 一 bn| <1/n 且 
|f(an) 一 f(bn)| > e. 因为 数列 {an} 具有 收敛 的 子 列 , 所 以 , 从 一 开始 我 们 就 可 以 设 {an} 
收敛 于 a. 此 时 , 因为 


1 
lo 一 al 和 li 一 ol+lo 一 中 < 元 +lon 一 二 一 0 


所 以 ,{bs} 也 收敛 于 a. 因此 , 这 与 f (on) - f(b") 一 7 (a) 一 了 (a) = 0 的 假设 相 矛 盾 ， 
车 用 f(z) -lz 来 代替 f(z), 则 一 开始 就 可 以 假定 ! = 0. 进而 , 车 用 |f (z)| 来 代替 f(z)， 
则 f(z) > 0. 根据 假设 , 对 于 任意 的 < > 0, 存在 zo 使 得 


15. 


16. 


17. 


sy 
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车 z>zo， 则 |f(z+1) 一 f(z)| <e 成立 . 


连续 函数 了 (z) 在 每 个 闭 区 间 [n,n + ]]j(n 为 自然 数 , n > a) 上 具有 最 大 值 . 把 它 设 为 
f(znj,ns<zn 和 n+l. 当 m >zo+l 时 ， 


f(zn)— fl(zn—l)=f(2n -1+1)- f(zn—1)<e, 
因为 rn 一 1 属于 区 间 [n 一 1,n], 所 以 f(zn 一 1) < f(zn-1), 因此 
f(zn) — f(zn-1) < e. 
设 m > zo, m 为 自然 数 , 则 对 于 n, n = m 十 1,m 十 2,…, 此 不 等 式 成 立 . 若 取 其 和 , 则 
f(zn) — f(zm) < (n— m)e, 


因此 ， 
fen) flzm) ，。 
nn 


又 因为 。 > 0 是 任意 的 , 所 以 
了 一 0 (一 +oo). 
因为 任意 的 z 属于 某 区 间 [n,n 十, 所 以 f(z) < f(zn). 又 因为 zx > m, 所 以 
f(z) < fm) 
n 


一 0 (z 一 二 oo). 


f(z) 与 g(z) 在 = = az =b 处 一 致 , 并且 因为 


9 (3 ) = $e +9)}, 


f (3 ) = $0) +f(W)), 
所 以 f(z) 与 g(z) 在 把 fa, 中 分 成 2" 等 份 的 所 有 的 点 上 也 一 致 . 这 样 点 的 全 体 集合 在 [a 要 
上 称 密 , 所 以 , 连续 函数 f(z) 与 g(z) 在 fo, 中 上 必 一致 . 
将 下 式 
Po(z)e™ 十 已 (z)em-Dz 十 … 十 已 -li(zjer 十 Po(z)=0 
的 两 边 同 除 以 en, 则 可 得 


1 1 1 
Polz)+ Plz) +…+ 已 -za 十 Plz) =0. 


如 果 Po(z) = 0 不 成 立 , 那么 当 z 一 +o0 时 ， lm/er = 0, 所 以 虽然 第 二 项 以 后 
为 0, 但 是 |Po(z)| 发 散 于 无 限 大 , 这 是 相 矛 盾 的 。 因 此 ，Po(z) = 0, 重复 以 上 过 程 , 则 
P(r)= P(r)=:…= P(r)=0. 

令 bn = Inan, 则 bn 一 Ina. 因为 jn{f(aiaz.…an)V"} = (1/n)(bi 十 … 十 bn), 所 以 根据 
习题 3, 这 个 数列 也 收敛 于 In a. 因此 , lim(aia2*…an)Y" = a. 
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18. 令 an = (1+ 1/m)", 则 an 一 e. 所 以 ,根据 习题 17， 


oreom= 人 + 和 人 3 


到 二 证 1 

={3-# + = mm +l) 
也 收敛 于 e. 因此 

(nD _ (nDM/rn+l1 a 

i “ei 

19. 如 果 a = 1, 则 结论 显然 成 立 . 所 以 设 a 头 1. 令 
_ na 
n= 


则 下,Vn = 0, 又 因为 , 当 yn 一 0 时 ， 


-=1, 
Yn 
所 以 
aD (MDa lp 
nVa-1)= I jna = 到 lna 一 lna. 


20. 将 ef = cosz +isinz 的 两 边 同 时 取 mn 次 方 , 则 
左边 = einz = cosnz 十 isinmnz 
右边 = (cosz +isinz)" = cos"rz 十 nicosn-izsinz 
-2 D co0"? zain? zie Cos™ 3 zsin? z+...+i" sin” 2. 
比较 两 边 的 实 部 和 虚 部 , 则 可 得 
cosmz 一 cosnz 一 ED cor-? zein? z+... 


Ho 人 2 ) eet, 


sinnz 一 mcos" -lzsinz 一 Me ors oan s+... 


+(—1)*-! ( I i ) est 
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第 3 章 
21. 
Zn 十 nzn-I 太 十 ( 网 ] 
(z+h)"—z™ _ 2 
h ba h 
-人 Je 
2 


22， 车 在 所 有 点 处 都 有 f(z) = f(a), 以 上 为 例 , 设 为 a 十 1 即 可 . 考虑 使 (zo) > f(a) 成 立 
的 zo 存在 的 情况 . 取 e 使 得 < = f (zo) 一 f(a) 时 , 若 > > M， 则 |f(z) 一 f(@)| < e, 所 
以 , 存在 满足 f(z) 一 了 (a) < f(zo) 一 了 (a) 的 实数 M. 若 < > M， 则 f(z) < f(zo), 这 
蕴含 在 [a, M] 中 存在 f(z) 的 最 大 值 . 因此 以 下 的 讨论 , 可 以 参考 3.3 节 开 始 时 的 讨论 ， 
23. 根据 定理 3.9, 存在 满足 
flz) _ fl) 一 fa) -了 (人 
gz) glz) -glo) 9 
的 ca<c<z. 当 z 一 a+0 时 ,ce 一 a+0, 有 


im {= tm LQ = 


sl Do g(z) = oo gle) 


24. 因为 y = ((a* 十 好) /2)"” 为 正 ， 所 以 若 两 边 取 对 数 且 令 Iny 一 (lyz)In((a*+ 
姑 )/2). 则 可 利用 习题 23. 因为 
az 十 办 
"( 守 ) 


lim Iny= lim 1 
一 0 z 一 +0 z 
又 因为 
i(arina+binb) Inatlnb 
i = = 
do az 十 br 2 Wn Vab, 
2 
所 以 
lim y = Vab. 
z—+0 


25. 设 f(z) = z 一 cosz, 则 当 zn = /2 十 2nn, nn 为 整数 时 , fj(z) = 1 一 sinz > 0, 或 者 
了 f(z) = 0 成 立 . 这 些 点 在 实数 集中 是 不 稠密 的 , 所 以 f(z) 是 单调 递增 函数 . 此 外 ,因为 
f(0) = -1<0,f(r/2)=r/2>0, 所 以 f(z)=0 仅 有 一 个 零点 . 

26. 利用 归纳 法 . 当 = 1 时 , 结论 显然 , 所 以 设 n> 2. 因为 


Sd [中 ea 
dz ”dz ldz"™! 
d 2 
= 十 {CD7 Et)s 的 


=(-1)"{2rHn in) 一 有 -ie)jer”， 
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27. 


所 以 
Hn(z) = 2zB -li(z) — H’_1(z). 
因此 H(z) 是 关于 z 的 nm 次 多 项 式 . 设 电 ,1(z)=0 的 nl 个 根 为 


ZI < za2<…<zn-l 


本 本 | 
则 字 二 e” 在 点 ru za …,zn_l 处 等 于 等 ， 又 根据 0 


在 (~o0,z1), (zz2) ,…, (zn-1,+o0) 中 的 每 个 区 间 ,至 少 分 别 具 有 一 个 实数 根 , 此 外 ， 
至 多 一 共 具有 n 个 实数 根 . 因此 , 于 。(z) 恰好 具有 n 个 不 同 的 实数 根 . 
如 果 
f(z+0h)=f(z+0h), 0 #0 
则 根据 中 值 定理 , 存在 满足 
f(z+0h) — f(z+01h) = (0— 0)hf"(z+ 0h+02(0— Oh) =0 
的 02,0 < b <1. 这 与 天 关 0 矛盾 . 因此 , 必 有 0 ==01. 将 
f(z +h) =f(z) + f(z + Oh 
=f(z) + {f(z) + 1"(z)0h + o(Oh)}h 
=f(z) + f(z)h+ f°(z)0h? + o(h?) 
与 Taylor 公式 . 
Fe +h) = (0) + f(a)h+ (eG + olh) 


相 比 较 , 则 得 
3 二 十 


2 


.参考 下 图 . 根据 假设 , 数列 {56} 满足 a < 如 < 加 -1. 即 


两 边 的 极限 , 则 


这 与 1(8) = 0 一 致 . 
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29. 设 上 = (1/n) (zi 十 … 十 zn), 则 


31. 


fe) = (0) + (0: — OF (+ $e) "(Et ue -6 0<b<1l 
所 以 
f(zi) > f(€) + (zi —€)f'(é), 
从 而 获得 所 求 的 不 等 式 
DO fz) > nf(€) + 71(€) > (ci 一 日 =nf(6). 
气 所 


当 且 仅 当 zi = (= 1,…,n) 时 等 号 成 立 . 


,因为 (一 nz)”= 1/z? > 0, 所 以 在 f(z) = 一 Inz 中 , 应 用 习题 29, 则 


-hn (2 + 


lnzl.…. 
二 ) < -2 =- VOD 


因此 
2 十 十 加 > VD 
n 
第 4 章 
(1) 设 ex =t, 则 由 dz = dt/t, 原 式 
dt 
er = 
/i EFI = Arctant = Arctan ef 


(2) 设 sinz = 十 则 coszdz = dt 所 以 


3 in3 
Jaraz= Ja-amaemzdz= [0 -tat=t- =n 


(3) 设 tanz =t, 则 dz/cos?z=dt, 原 式 


(4) 车 t= tan (z/2), sinz = 2t/ (1+ 纪 ), 因为 dz = (2/ (1+ 纪 )) dt 所 以 原 式 
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(5) 同上 面 的 (4) 一 样 , 车 上 = tan (z/2), 则 根据 cosz = (1 一 丰 )/(1+ 妇 ), 原 式 


2 
/ 1+t2 一 2dt 
1-# GE= 苛 +ad 苛 
I 妈 十 
2dt 开 2 / dt 
二 3 
(a+l)+(a—-DB a-1i ( TI), 
a 
2 a—l1 z 
et ( ati 3) 
32. (1) 


dz 1 dz 
/ Bey 2z(z7+1) - /5 
1 
=3 {a + Aretan z}. 
人) 令 工 = / em cosgrdz, J = / 人 singzdz, 并 县 进行 分 部 积分 法, 则 1 = lorr sin gz 
-27 = cogr + 27. 所 以 


er” a 
= Fr (dsingr +pcosgz) 


er” 
J= PirPsingr 一 gcosqz). 


(3) 若 万 = / z"e*dz, 根据 10 = -e-* 及 由 分 部 积分 法 得 到 的 递 推 公式 


如 = -ze+npnl (>1) 
得 
六 =-z"e“ 一 nz le 一 一 nn -lzn-2e- ...— nlze-? _ nle-” 
(4) 根据 分 部 积分 法 及 倍 角 公 式 

sds =sinz co s+3 [sine sco? zd 
-a 
= 3 水 到 天 ~ 号. 

(1) 根据 分 部 积分 法 
/ zelnzdz = [ 营 In ] = f la 
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其 中 , 右边 的 第 一 项 是 0, 第 二 项 是 -1/ (ac 十 TD” 
(2) 根据 习题 31 的 (3)， 


aa dz 1 5 we 
人 acoszz 十 bsinzz 一 | 二“ (VS A 
(3) 根据 习题 31 的 (5)， 
-de 2 @G 一 1 
/ coszta 一 | 二 ee 人 rr 
o 


(4) 根据 习题 32 的 Oo 人 er=sinazdz= 


Cecmaz-mmoa] ST 


+o0 x 2 
IT=/ lsnzle“dz= 人 esinzdz- 人 ezsinzdz 十 …， 
0 0 x 


并 且 , 因为 
(2k+1)x 
/ esinzdz = 1(e-atr 十 erCh+Dn)， 
2kx 2 
(2k+2)x 1 
/ er=sinzdz = 工 (一 e-Ck+Dz er-(2k+2)m)， 
(2k+Dx 2 
所 以 
I =3(1 +e "+e "+e- +e T+e ”+..) 
-3 +e +e +e +. 


又 因为 e-* < 1, 所 以 这 个 等 比 级 数 收敛 且 其 和 为 


根据 习题 26， ee” = (-D" Hn (z)e-””, Hn (z) 是 n 次 多 项 式 . 令 


i ， 6 
a / amHn(z)erz2dz 一 yh (Drzm-d_e-n?dz， 
pl zr 


oo 


则 根据 分 部 积分 法 ， 


dn-1 _21+™ 
ee - 
FT 


Imn = [co come dr gy, 


二 
= dzn 


-0% 
=[-z™ Hn 1(z)e®]+® 十 mm an-i- 


又 因为 Hs-1 (z) 是 z 的 多 项 式 , 所 以 此 式 的 []+2 部 分 为 零 . 因此 


Imn = mlm—ln—1. 
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36. 


37. 


38. 
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(DD) 当 m<n 时 ， 
Imn =mllon_m 
Si 和 +oo 
=ml(CDn-m /* Ee drm 1)"" 其 "] =0. 
(2) 当 m=n 时， 
We 
I = nlios Si / e-*ds = mv 
当 了 恒 等 于 0 时 成 立 , 所 以 假设 f 不 为 0. t 的 二 次 式 


os /or -ora 


= 六 “tajzdaz -2 / “eolejaz++ / "gs)?dz 


关于 + 的 判别 式 必须 < 0. 从 而 获得 所 要 求 的 不 等 式 . 


将 [a, 昌 分 成 n 等 份 a =a0 < a < a < <a,=b, 并 且 设 f(ai) = zi p(zi) = Yi, 
则 可 以 应 用 习题 29 的 不 等 式 , 得 


n 
v(t + < Fass + + yn) 
其 中 , 当 n 一 oo 时 
b b 
? (ssf tr) < 3 veyar. 
第 5 章 
令 n oo 
An=Da, Bn=D bh, B=》 
各 各 各 
并 且 


Cn =ca 十 cz 十 … 十 cn 

=aibi 十 (alba + azb) 十 … 十 (albn + .+ anbi) 

=aBn 二 az2Bn-i 十 … 十 anB 
着 令 Bn ~ B= sn, 则 当 n 一 oo 时 , en 一 0. 

一 方面 ,Cn = AnB + (aien + azen_1 + .+anel). 根据 假设 , 因为 芝 a, 绝对 收 

化. 所 以 对 于 任意 的 正 实数 <, 存在 自然 数 m, 使 得 当 n > m 时 , 就 有 |am+i| 十 |am+2| 十 
“… 十 |an| < < 另 一 方面 , 因为 {en} 收 化 且 有 界 , 所 以 存在 K 使 得 len| < K 成 立 , 此 外 
设 max {en-_m,en_m+1,…,en} = mm, 则 车 存在 某 个 no, 使 得 n > no, 则 nn < e. 
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39. 


40. 


41. 


因此 , 当 n > no 时 ， 
Cn — AnB| < mm(lal + asl + + laml) + K(lamtil + lam+2l+ .+ lanl) 
<ellal+laz| + +laml) + Ke. 


从 而 , lim Cn = lim(AnB) = (lim 4)B = AB 成 立 . 
当 m > 2 时 , 若 令 


再 将 Gauss 判别 法 应 用 到 这 里 即 可 . 
根据 下 确 界 的 定义 , 从 某 一 位 m 开始 , 对 于 其 前 面 的 n， 


an 
"(和 1) 20>1 


即 
nan — (n+ lanti > (P 一 1)an+l 
成 立 . 当 n>m 时 , 令 n= mm 十 1,…,n, 再 将 两 边 相 加 , 则 得 
mam— (n+ lanti > (p— 1){amti+ .+anti}. 
所 以 
Qm+i+ +anti < perl 一 (十 1)an+l) < 二 man- 
这 里 , 令 al 十 … 十 am = KK, 则 部 分 和 


二 
An= — mam 
天 “<K+ 7 


有 上 界 , 因此 {an} 收敛 . 发 散 的 情况 也 可 同样 证 明 . 


有 _ala+D…(a+nm-1T) 
"7 Grrn 
因为 


"( Gu -1)= Lol 
2+1 
n 


所 以 根据 习题 40 的 Raabe 判别 法 , 收敛 性 显然 . 
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44. 


45. 


h 者 定 积分 要 的 积分 变量 :从 换 为 = nt n 为 自 多 数 , 则 /"” dt 
A 


CEE 到 十 12 一 
了 令 庆 名) = 条, 则 人” 记 ()dz = 1 因为 (2) < 2 所 以 了 数 序 列 
{所 (2)} 一 致 收 伍 于 
$= 
lm Gatlzntl |， 人 nm 十 D2z z 


no anzm no (Gn+2)(2nt1) 一 下 


车 > 0, 则 根据 cauchy 判别 法 , 1 + 了 anz" 当 z <4 时 收 化 ; 当 = > 4 时 发 艇 所 以 
所 求 的 收敛 半径 为 4 Se 

当 叶 及 (z) 一 臻 绝对 收敛 时 , 对 于 在 充分 大 的 mo 前 面 的 w 因为 ja (z) < |f (oj 所 以 
忆 及 (z) 也 一 致 收 敏 进而 ,因为 17。 (z)| < 1/2, 所 以 根据 in (1 十 (2)) 一 六 (Ca < 
硫 (2), 本 {In (1 二 所 (2) - 所 (z)} 一 致 绝对 收敛 . 因此 

Din(1+ f(s) = Tn + fs) = (2)} + FFs) 

也 一 致 绝对 收敛 因而 , 冀 In (1+ 所 (z)) = nT (1+ f(z)) 是 关于 z 的 连续 函数 ， 故 
工 Ga + 户 (=)) 也 是 关于 z 的 连续 函数 . 
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显然 了 (z,2y) 在 (z,y) 关 (0,0) 处 连续 . 设 > = rcosb,y =rsinb, 则 
f(z,y) = (0) =r(cos? 0 — sin? 0), 


从 而 当 (z,y) 一 (0,0) 时 , |f (z,W)| < 2r 一 0. 因此 f(z,y) 在 (0, 0) 处 也 是 连续 . 显然 ， 
下 (z,y) 在 (z,y) 关 (0,0) 处 , 关于 z 和 y 都 可 偏 微 , 根据 


fi(0,0) = Jim YAO i 


Fi0,0) = lm ENF AED ~ pm 0 1 


f(z,y) 在 原点 处 也 可 偏 微 . 为 了 验证 它 在 原点 是 否 可 微 , 令 
f(h,k) — f(0,0) =h—k+e(h, k)Vh? + Rk?, 


则 

_ _hk(h—k) 
el(h,k) = Wy 
例如 , 若 令 h = mk, 则 

m(m—1) 

tm 

从 而 当 (hu 大 ) 一 (0,0) 时 , e (h,) 一 0 不 成 立 . 因此 , 在 原点 处 不 可 微 . 


e(h,k) = 
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46. 因为 可 微 的 单 变量 函数 f(z,yo) 和 f(zo,y) 分 别 在 = = zo,y = yo 处 取 最 大 (或 者 最 小 ) 
值 , 所 以 


户 (zoy) =0, fy(zo,yo)=0 


成 立 . 
47. 设 
wt T+Y 
f2Y) = rr 
求 
fe(z,y) =0, fy(z,y) =0, 
得 
和 EL 
(zy) = ( 却 友 ) 或 (z,y) = (- 遍 - 动 ) 
则 
a SE 2 
人 寺 克 )- 克 人- 友 - 砍 )-- 坎 
并 且 A 
二 - 坎 ) +(w- 坎 Si 
2 +P+1 Vaz2+y +1) ? 
1 2 和 2 
-人 +(v+ 克 ) eo 
z+ +1 V2 Vaz?+y +1) ， 
y 1 ne 
所 以 f(z,y) 的 最 大 值 为 <- 万， 最 小 人 为 yz 
8 在 十 oo 
[ ge 
0 ES 


因此 , 得 


49. 对 


十 oo dz 区 
/ Bri 2 (> 


的 两 边关 于 上 取 (n 一 1) 阶 微分 , 则 


T m1_ 1 
= 了 (人力 ST 


1.3.5. .… .(2n 一 A 
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这 里 , 因为 ee 
1.3.5. …- en-a= sy 
所 以 , 令 t= 1, 则 得 
广 dz  _r 1 (2n-2)! 
+l)" 222"-3((n— 1 


50, 在 /6-*dz = I 中 用 Viz 着 换 z, 则 
o 3 


车 将 两 边关 于 t 取 n 阶 微分 , 则 


[ee D13.5. (2n— D4-" 


所 以 , 令 t= 1 则 得 


51. 将 tz 重新 记 为 z, 则 


[i® ) ea [GE A 


因此 , 根据 定理 6.21 的 (1)， 


+o0 


0 0 
第 7 章 
到 例如, 设 万 = {lz| < ly| < 由 ,并 且 令 
m={-iszs<ouls< 引 ， 
当 n>0 时 , 令 
Ksn+t1 = (去 <r< vi< 区 !}, 


2n+2 1 et 
Keta={- <zrg— bl< ~? 


(参照 下 图 ) 则 


可 是 , 无 论 取 什么 样 的 m, D 的 子 集 {(0,y) ;ly| < 1/2} 都 不 含 Ki U K2U…U Km 的 内 
点 . 所 以 


U (KiU:.U Kn) #D. 
n20 


Wl 
WW 


53. 坐标 变换 ，(r,6) 一 (z,y) = (1+rcosgb,rsing) 是 从 闭 区 域 已 = {lr,0)10 <rg 
1,0 < 9 < 7} 的 内 部 映射 到 半圆 K 的 内 部 的 一 一 的 连续 可 微 映射 . 此 时 , 因为 QZ,2) = 


arb) 
m 所 以 


zydrdy = / (1+rcosb)2rsin grdrdg 
K E 


1 x 
=/ “he (rasin8 十 2rasingcosb 十 racos2gsing)dg 
0 


54. 坐标 变换 : (u,v) 一 (z， = 人 uv) 是 从 领域 互 = {(uv)l0 < < 10<vu< 1} 到 领域 
DD 上 的 一 一 映射 . 因为 2 se 加 二 wu, 所 以 


电 adudu _/’ 站 
| 人 -人 人 VI +. 
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55. 坐标 变换 ，(uwu) 一 (z,y) = (uv,v 一 uv) 是 从 领域 = {(wulo < < 1L1 < 
v < co} 到 领域 D 上 的 一 一 的 连续 可 微 映射 此 时 ， 


dzrdy _ wd ”dv 
/村 = 广 各 [ 
所 以 , 左边 的 积分 当 s > 2 时 绝对 收敛 . 当 s < 2 时 发 散 . 
56. 坐标 变换 ，(r,9) 一 (z,y) = (arcos? 6,br sin39) 是 从 闭 区 域 B = {(n,0);0 < + < 
1,0 < 9 < 2x} 的 内 部 到 闭 区 域 K 的 内 部 的 一 一 的 连续 可 微 映射 ,此 时 , 因为 J (r,6) = 
3abr sin? 9 cos? 9, 所 以 天 的 面积 是 


人 dzrdy= 3abr sin? 0 cos? gdrdb 
ose<2x 
Or 


=1206 rf sin? 0 cos? 0d0 
0 0 


1 /2 ] 
=120 人 rarf l= om Soi 
0 o 8 8 
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57. 在 =a2w(1 一 0) ,y= buo(1 一 u) ,z2 = c2uvw 上 有 定义 的 举 标 变换 是 从 领域 = 
{(wv,w)10 <w<1,0<v<1,0<w<1} 到 领域 D 上 一 一 的 连续 可 微 映射 此 时 , 因 
为 
Ow vw) _ Bryz 1 
(zy,2) (abc)? wav’ 


所 以 


zyzdrdydz _ a?b?e? [ uvduvdw 
D VT + y+ 2 azu + (BD — a)uv + (C — PI)uvw 


2p202 1 pi dy 
= ef u [ 

8 Jo o Jo Va2u+ (好 一 az)uu 十 (c 一 好 )uuw 
_a2bPe22 2 


5 2 (Ver a Vert ady 
oi 0 


_ be 1 (= =) 


_a2bzcz 号 十 bc 十 ca 
15 (e+bDG+occ+o 


58. 在 zz/3 = X,y?/3 = Y,z?/3 = 2Z 上 定义 的 坐标 变换 是 从 领域 E = {(X,Y,2)| 
X+Y+Z<140<X<10<Y<140<2<1} 到 领域 K) 的 z > 0,y> 


0,z > 0 部 分 (全体 的 八 分 之 一 ) 的 一 一 的 连续 可 微 映 射 ， 此 时 ， 因 为 > 局 
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s 
加 | XY2YY2Z12, 所 以 , 根据 (8.79) 式 ， 


3 3 
27 由 G 4 
/ dzdydz = sf 2Xa/ayl2Z1/adXdydZ = 27 2 
K 已 8 9 35 
r(1+2 


59. 极 坐标 变换 . 令 z 二 rsin9cosp,y 二 7sin0siny, z 二 Tcos0, 则 


drdydz J- 
| Ey -人 [ 太吉 nd 


这 个 积分 当 s > 3/2 时 绝对 收敛 , 当 s < 3/2 时 发 散 . 
60， 举 标 变换 : z= 二 4 (1 一 0),y = uw (1 一 ww) ,z= Ww 是 从 领域 


E={(wvwla<u<b0<v<1,0<w<1} 
到 领域 D 的 一 一 的 连续 可 微 映射 . 此 时 ， 
fetyt ne arabdz 
D 
= / F(a) (uo)) (uw — ww) (www)’ vdudvdw 
Ee 
b 4 1 
i 十 r 十 3 一 1 _ 9-1ur+a 一 1 Wi 
f or uf a slu wf 0 wt tduw 


和 { [ suau)} B(g,r + s)B(r,s) 


_ITGrOrTG) f° + 一 
= Tatrts) 人 ro 


61. 用 归纳 法 证 明 . 当 n = 1 时 , 结论 显然 成 立 . 
当 n=2 时 , 令 zi =uww,z2 二 4(l1 一 2)， 则 将 {(wv)a <u<b0<v< 直 一 一 映射 到 
{(z1,72)|z1 > 0za >0,a<T1+72 < b)} 上 . 


a 
人 f(r1 + 22)2P -129 -dmdzs= 人 yovate-rtu 人 um-101 oa-tdv 
上 有 
-or 
现在 , 领域 D(z1), 当 0 < zl <a 时 , 令 


{(zuza…znjlza > 0za> 0 iTzn>0a 一 z1 < za 二 zs 十 … 十 zn<b 一 zh 
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当 ag zl < 时 , 令 
(erra yznjlza > 0za > 0 uvzn > 0,0 < za 十 za 十 .十 <0 一 zl]} 


则 需要 证 明 的 等 式 的 左边 


2/ ste / (ci +z2 + + Zn) 1. nd .dz 
0 D(z1) 


b 
+/ sa f(z1 二 za 十 … 十 Zn)z2 .2 1dr ... dzn 
Dp( 


(z1) 
人] 


+ /stan {人 Ce flui 十 zi)ug2+- “au) 


1 + TI)uP tton lrg ldwdz 
1 


20 0 
vier 
T(g2):::T(gn) T(q)T(g + + gn) [ te 
区 1d 
To + 十 gj Ta Fate tan) | fA) 和 


_ Tu)r(o)…rlo) A 
TT De f° f(wun toatten -lqu. 


62. 坐标 变换 ; X= z?,X2 = z3,…,X，= z2 是 从 领域 BE = {1, Xa Xn) | 
X1 > 0 X2 > 0 > 0,1 < Xi+X2+… 二 Xn < oo} 到 领域 4A 二 {(z1, 22,.., zn)| 
D1 > 0,72 > 0 2n > 0,27+23+..+72 > 1} 上 的 一 一 的 连续 可 微 映 射 . 此 时 ， 


/ dzldzz dzn "/ dridr2 .dzrn 
D (TI+23++7a)s /a (TTT+ a) 


ad 


将 习题 61 应 用 到 这 里 , 则 


3) 
rh mm 


这 个 积分 当 s > n/2 时 绝对 收敛 , 当 s < n/2 时 发 散 . 当 s > n/2 时 积分 值 为 
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2 § 
63. 因为 = 一 区 ,所 以 \ 几 + (名 ) = 去 V 瑟 二 ,因此 所 求 长 度 


二 Vy V+ nly + V+) 
-EP TI tan V+. 
64. 直接 代入 (9.8) 式 ， 


65. 以 9 作为 参数 , 令 z =r(g)cos6,y =r(g)sinb, 则 


dz _dr 
丽 = 丙 cabg-rsin 
dy dr 
耳 = 两 徊 9+rocosb， 
2 dz\2 /dy dr > 
(区) +( 惑 ) = (区 ) ER 
因此 


/BD) re 


66. 直接 在 习题 65 中 令 r = a(1 一 cos9), 则 


dr\* ,2_ ,2 2 20 
( 肥 ) 十 7 =2a (1-cosb)=4a sin 3, 


所 以 
Sr 8 
:= 人 2asin 9d0 = 8a. 
5 
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偶 函 数 ， 168 
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